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RESUMO 



Nesta dissertagao, estudamos implicagoes geradas pela quebra da simetria 
de Lorentz na Eletrodinamica Quantica. Analisamos fermions interagindo 
com urn campo eletromagnetico nos contextos da mecanica quantica e ao 
efetuar corregoes radiativas. Na mecanica quantica, os termos de quebra 
da simetria de Lorentz foram tratados como perturbagoes a equagao de 
Dirac, e seus valores esperados no vacuo foram obtidos. Nas corregoes ra- 
diativas, a quebra da simetria de Lorentz foi introduzida nessa interagao 
para que o termo tipo Chern-Simons pudesse ser induzido em (3+1) di- 
mensoes. Tambem discutimos as consequencias geradas por este termo 
sobre as velocidades de propagagao de fotons classicos. 



IV 



ABSTRACT 



In this dissertation, we study the implications generated by the Lorentz 
breaking symmetry in quantum electrodynamics. We analyze fermions 
interacting with an electromagnetic field in the contexts of quantum me- 
chanics and make radiative corrections. In quantum mechanics, the terms 
of the Lorentz breaking symmetry were treated as perturbations to the 
Dirac equation, and their expected values were obtained in a vacuum. In 
the radiative corrections, the Lorentz breaking symmetry was introduced 
in this interaction for the Chern-Simons like term could be induced in (3 
+ 1) dimensions. We also discussed the consequences generated by this 
term on the propagation speeds of classic photons. 
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1. Introducao 



Ha pouco mais de cem anos, Albert Einstein pQ estabeleceu uma teoria em que 
o papel do observador assume uma certa relevancia na determinagao dos fenomenos 
fisicos e na aplicagao das proprias leis da Fisica, quando as velocidades dos objetos em 
quest ao sao proximas da velocidade da luz. Esta teoria e denominada Relatividade 
Restrita ou Especial. ponto de partida para o estudo desta teoria corresponde aos 
postulados da constancia da velocidade da luz e a validade das leis da Fisica que, 
quando aplicadas a referenciais inerciais distintos, devem descrever os fenomenos de 
maneiras semelhantes. Os fenomenos fisicos sao entao descritos por equag5es que tern 
a mesma forma, ou seja, a Relatividade Restrita deve ser uma teoria covariante, e a 
conexao entre sistemas de referencias descritos por equagoes covariantes e feita atraves 
de transformag5es de Lorentz, como veremos a seguir. 

Como a Relatividade Restrita e uma teoria elaborada em um espago-tempo qua- 
dridimensional, as transformagSes de Lorentz podem ser definidas, basicamente, em 
dois tipos: as rotagoes e as impulsoes (boosts). As primeiras correspondent aos tres 
tipos basicos de rotagoes em torno dos tres eixos espaciais, enquanto que a segunda e 
determinada por uma mudanga de velocidades. Ha ainda tres tipos de impulsoes, cada 
uma ocorrendo em um dos tres eixos espaciais. Assim, um sistema e dito ter simetria 
de Lorentz se as leis da Fisica nao sao alteradas por transformagoes de Lorentz dos 
tipos descritos anteriormente. 

A simetria de Lorentz e as propriedades da Mecanica Quantica correspondem a base 
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para a formulagao da Teoria Quantica de Campos, que descreve particulas como ex- 
citagSes localizadas de urn campo imerso no espago-tempo. O desenvolvimento dessas 
ideias, no seculo passado, desencadeou a formulagao do Modelo Padrdo (MP), que des- 
creve todas as interagSes conhecidas no universo (forgas eletromagnetica, nuclear forte 
e nuclear fraca), exceto a gravidade. Um resultado importante, propriedade do MP e 
obtido pela teoria quantica, e a simetria CPT. Nesta sigla, C quer dizer conjugagao 
de carga, ou seja, esta transformagao converte a particula em sua antipartfcula; P 
corresponde a paridade, isto e, deve ocorrer uma inversao espacial quando esta trans- 
formagao e realizada e, fmalmente, T muda a diregao de fluxo do tempo. Devido a essas 
defmigoes, um sistema e dito ter simetria CPT se as tres transformagoes juntas nao 
afetarem a fisica do sistema. Isso e denominado teorema CPT, inicialmente proposto 
por Schwinger [2J. Uma das consequencias deste teorema e o fato de que particulas 
e suas antiparticulas devem ter cargas eletricas de mesmo modulo e sinais opostos, 
tempos de vida exatamente iguais, assim como massas e momentos magneticos. As 
transformagoes discretas sofridas pelo campo de Dirac na figura de seus covariantes 
bilineares sao estudadas no Capitulo 2 desta dissertagao. 

Os fisicos teoricos atuais esperam que, no limite de altas energias, uma teoria unifi- 
cada possa descrever a Natureza de maneira simetrica. No entanto, a simetria de 
Lorentz e violada na tentativa de incorporar a Teoria da Relatividade Gerajj ao 
MP. O MP com gravidade descreveria sistemas fisicos que devem ocorrer em esca- 
las de altas energias, que sao da ordem de grandeza da escala Planck, cuja massa e 
rnpi = W— w 10 19 GeV, sendo Gn a constante universal de Newton. As distancias 

V ^N 

tipicas nessas circunstancias de escala seriam da ordem de 10~ 33 cm. 

A quebra da simetria de Lorentz surge tambem em outra area da fisica teorica 



^^Coitlo e bem conhecido, Einstein nao obteve sucesso ao tentar formular uma teoria que engloba o 
eletromagnetismo e a gravidade pois, nesta ultima, nao existe forga de repulsao entre as massas. 



contemporanea de altas energias: a Teoria de Cordas. Nesta teoria, a particula pontual 
passa a ser urn objeto unidimensional. Desta forma, quando se move no espago-tempo, 
ao inves de tragar uma linha (linha mundo), esta particula descreve uma superficie 
denominada folha de mundo. Assim, os modos normais de vibragao desta superficie de 
mundo recuperariam as informagSes de descrigao das particulas. Tal ideia de violagao 
da invariancia de Lorentz, no contexto da Teoria de Cordas, foi langada pioneiramente, 
em 1989, por Kostelecky e Samuel |3]. Neste trabalho, os autores argumentam que tal 
violagao pode ser estendida ao MP. Entao, na segunda metade dos anos 90, surge o 
Modelo Padrdo Extendido (MPE). 

O MPE e uma teoria que possui todas as propriedades do MP usual - tais como a 
estrutura de calibre 577(3) x SU(2) x U(l) e renormalizabilidade -, e a estensao que 
permite estabelecer violagSes de simetrias de Lorentz e CPT. Esta teoria entao fornece 
uma descrigao quantitativa das violagoes das simetrias de Lorentz e CPT, controladas 
por coeficientes cujos valores sao determinados por experimentos especificogj. Como 
tais experimentos sao sensiveis a testes de transformag5es CPT, a teoria sera baseada 
em efeitos de baixa energia, sem gravidade. Uma caracteristica marcante desta teo- 
ria, como se sabe da literatura, e que a quebra da simetria CPT implica na quebra 
da simetria de Lorentqj [5]. Esse fato permite que qualquer violagao observavel da 
simetria CPT seja descrita pelo MPE. 

Em 1997, [6] Colladay, Kostelecky e colaboradores propuseram, para o setor de 
fermions, uma base teorica para estudos de modelos que envolvem violagao de sime- 
tria CPT. Nesse trabalho, os autores argumentam que resultados obtidos atraves de 
calculos teoricos, utilizando-se correg5es em mecanica quantica relativistica e teoria 



2 Em relagao a esses experimentos, na referenda [3], e possivel encontrar alguns detalhes, tais como 

iyyi ry TT1 — 

a razao < 10 -18 para um sistema de kaons neutros. A massa do kaon e 0,5 GeV. 

m K 
3 Para efeito de linguagem, o termo quebra da simetria de Lorentz sera utilizado de uma maneira 

geral, enquanto que o termo quebra da simetria CPT sera utilizado de forma especifica. 
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de perturbagSes (usualmente ate primeira ordem de aproximagao, no regime de baixas 
energias), devem servir como motivagao para a busca, via experimentos, de limites 
para os campos de quebra de Lorentz na teoria de fermions. Os autores tambem re- 
definiram varios elementos importantes para o estudo da extensao da teoria de Dirac, 
modificados pela nova teoria, como lagrangianas, equag5es de Dirac, energias, propa- 
gadores, espinores de Dirac, etc. Esses elementos serao apresentados no Capitulo 3. No 
Capitulo 4, a teoria de violagao CPT sera aplicada a modelos teoricos em mecanica 
quantica, tais como mudangas de energia de eletrons e positrons relativisticos e ao 
efeito Zeeman anomalo. 

Nesta dissertagao, estudaremos os possiveis efeitos que a quebra da simetria de 
Lorentz podem causar em sistemas fisicos da EDQp. Assim, sistemas compreendidos 
no acoplamento de fermions com um campo de calibre serao analisados. 

No initio da decada de 80, S. Deser, R. Jackiw e S. Templeton [7] escreveram a 
teoria eletromagnetica de Maxwell em uma variante planar em (2+1) D, que preserva 
a invariancia de Lorentz e transformagoes de calibre. Este modelo, denominado teoria 
de Maxwell- Chern- Simons (MCS), tern aplicabilidade a fenomenos planares de materia 
condensada, com grande destaque na literatura aos supercondutores e ao efeito Hall 
quantico fracionario [8J. No Capitulo 5 discutimos algumas das propriedades e calcu- 
lamos o termo induzido de CS proveniente do acoplamento de fermions com um campo 
de calibre no contexto do espago-tempo planar. 

Embora esta teoria so exista em dimensoes impares, em 1990, Carroll, Field e Jac- 
kiw perceberam, em um trabalho pioneiro [9], que e possivel formular uma teoria 
semelhante em (3+1) D, atraves da adigao de 



S ( cs 1)D = \j d ' x ^ pa ^A v d p A a (1.1) 



4 Maiores detalhes de outros testes envolvendo quebra da simetria de Lorentz na EDQ sao encontra- 
dos na referenda 1^1. 



a agao de Maxwell convencional. Este termo e conhecido na literatura como termo de 
Carrol-Field- Jackiw. Tal termo e CPT-impai|j. Apesar de transformagSes de calibre 
serem preservadas, a simetria de Lorentz e violada, porque e necessario acoplar ao 
termo tipo Chern-Simons (CS) urn quadrivetor constante rj^, que gera uma anisotropia 
do espago-tempo. 

No Capitulo 6 calculamos as correg5es radiativas, na aproximagao de urn lago, pro- 
venientes do acoplamento axial de fermions com urn campo de calibre na presenga 
da quebra da simetria de Lorentz. Tal acoplamento gera uma indugao de um termo 
semelhante ao de CS [10] . como na equagao (1.1), na agao da EDQ. Essa indugao 
e ambigua, uma vez que a proporcionalidade entre os campos de materia e radiagao 
depende exclusivamente do esquema de regularizagao adotado (tais esquemas podem 
ser: regularizagao dimensional, regularizagao de Pauli-Villars [11], metodo de cut- 
off e metodo do tempo proprio de Schwinger [I2])- Assim, calcularemos o termo 
induzido utilizando o metodo de regularizagao dimensional e discutiremos algumas 
consequencias desse resultado sobre as velocidades de propagagao de fotons classicos. 

As lagrangianas (e consequentemente as grandezas delas derivadas) serao sempre 
representadas em unidades naturais h = c = 1 nesta dissertagao. Quando necessario, 
a metrica utilizada sera dada, em quatro dimens5es, por g^ iu = diag(l, — 1, — 1, — 1). 
As matrizes de Dirac, quando contraidas com um quadrivetor constante, obedecem as 
relagoes 0= 7 M c^ = 7 M c M , onde ft = c 2 . 



5 MPE tambem admite a adigao do termo — hrf^pa F^ v F p(J a lagrangiana de Maxwell. Apesar de 
violar a simetria de Lorentz, este termo e CPT-par. 



2. Simetrias discretas do campo de 
Dirac 

2.1. O campo escalar como motivacao 

E bem conhecido que a mecanica quantica nao relativistica descreve satisfatoria- 
mente os fenomenos que envolvem particulas cujas velocidades sao pequenas quando 
comparadas a velocidade da luz. Este papel e bem realizado pela equagao de Schrodin- 
ger: 

Historicamente, sabe-se que Schrodinger nao encontrou inicialmente esta equagao. 
Seu resultado foi o que hoje conhecemos por equagao de Klein-Gordon (KG0 Schro- 
dinger nao a publicou porque nao conseguiu aplica-la aos eletrons no atomo de hi- 
drogenio, pois se trata de uma equagao relativistica. A equagao de KG e obtida 
atraves da relagao entre massa, momento e energia relativisticos: 

p 2 = jf Pli = E 2 - \p\ 2 = m 2 -)> E 2 = \p\ 2 + m 2 } (2.2) 

d 
e tambem atraves das substituigoes E — > i— e p — > —i'V: 

at 

(d tl d tl + m 2 )(f) = (n + m 2 )(j) = 0. (2.3) 

onde D = d 2 /dt 2 — V 2 e o operador de D'Alembert. 



1 Mais informagoes historicas podem ser obtidas em Scientific American, Genios da Ciencia 
Quanticos: Os Homens que Mudaram a Fisica, edicao especial (2005). 
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Em linguagem contemporanea, a equagao de Schrodinger (2.1) e interpretada como 
o limite nao relativistico da equagao de KG. 

As solugoes da equagao de KG sao do tipo ondas planas 

<f)(p, t) ~ e ~ iEt+ip - x , (2.4) 

onde, de acordo com (2.2), E = ±a/|p| 2 + rn 2 . 

A equagao de KG apresenta dois problemas aparentes: o espectro de energia ad- 
mite valores negativos e a probabilidade nao e positiva definida, pois a equagao de 
KG e de segunda ordem em d<j)/dt. A mecanica quantica nao relativistica fornece a 
probabilidade e a corrente de probabilidade: 

P = 0*0 (2.5) 

J = -^(0*V0-0V0*), (2.6) 

que satisfazem a equagao da continuidade: 

|| + V-J = 0, (2.7) 

que ainda pode ser escrita na forma quadrivetorial d^J^ 1 = 0, com o quadrivetor 
corrente dado por J M = (p, J). 

No caso relativistico, a equagao de KG exige que a corrente de probabilidade seja 
dada poin (onde <fi e <fr* satisfazem a equagao de KG): 

J» = i(f)* $* , ou «F = (V d 0, -i(f)* V 0) . (2.8) 

A solugao para os dois problemas aparentes e reinterpretar 0, elevando seu status 
de fungao de onda de uma particula para um operador que descreve campos. Este 
operador de campo deve ser quantizado, utilizando-se regras especificas. A outra 



2 Esta notagao abreviada significa A d 11 B = Ad^B — (d fl A)B. 
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solugao e admitir que as energias positivas e negativas representam, respectivamente, 
as particulas e antiparticulas. Esta e uma das principals caracteristicas da teoria de 
Dirac para o tratamento relativistico do eletron, como veremos mais adiante. Defini- 
remos agora alguns elementos de quantizagao canonica do campo bosonico de KG, que 
serao liteis quando as quantizagoes do campo fermionico de Dirac forem realizadas. 

O campo escalar de KG pode ser escrito como uma transformada de Fourier da 
seguinte maneira: 

m = J ^j e-^ip) . (2.9) 

Este campo e solugao da equagao de KG. Entao, podemos decompo-lo em modos 
de Fourier, 

4>{p) = f(p)5(po-w p ) + g(p)5(p + u p ) , p = ±u p , (2.10) 

onde /(p) e g(p) sao operadores que serao determinados mais adiante. Assim, 

4>{x) = l^dp [f(p)5(p -io p )+g(p)5( Po + co p )}e^^ + ^ 

d 3 p 



(27T)' 

d 3 p 



.[f(p)e-^ X0+tp - x + g{-p)e l ^ XQ - 1 ^ 



(2vr) 4 
Uma escolha conveniente e 



\f(p)e-** + g(-p)e 



ip-xl 



(2.H) 



P0=0J p 



/(p) _ i g(p) 9(-p) i & f (p) (212] 

(2vr) 4 (2tt)3/2 ^ (2^ " (2tt)3/2 y^ ' l • ] 

e o campo (2.9) fica 

4>(x) = j^ J -7=KP)^ + b\\>Vn ■ (2-13) 
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Os operadores a^(p) e a(p) sao operadores que criam e aniquilam particulas, res- 
pectivamente. J a os operadores tf(p) e b(p) sao os mesmos operadores para as anti- 
particulas. 

Se a(p) = &(p), o campo e real, e sua lagrangiana! 3 ] e dada por 

C = \{d,<pf-^\ (2.14) 

Defmindo o momento vr(x, t) canonicamente conjugado ao campo </>(x, t) como 

dC 

^''^W^W)^^' (2 ' 15) 

e adotando a regra de comutagao em tempos iguais, 

[0(x),7r(x')]=^ (3) (x-x'), (2.16) 

temos que 

[a(p),at(p')] = ( 5( 3 )(p-p'). (2.17) 

Considere o campo escalar real. Sabemos que o operador a(p) aniquila o vacuo, ou 
seja, a(p)|0) = 0. Entao, podemos fazer a seguinte substituigao 

(0|a(p)at(p)|0) -> (0|[o(p),o+(p)]|0). (2.18) 

Assim, obtemos a seguinte relagao: 

(O|[0(x), 0(^10) = J^^-7=^(°\l a p e ~ iP ' X + a l eiP '^ a p/ e^y + a^ e-^y}\0) 



d3 P J ! e -ip-(x-y) 



(2tt) 3 2w. 



/' 



<i 3 p /" dp —1 



2o; p 

^~ip-{x-y) 



e -ip-(x-y) 



(2ir) 3 J 2iri p 2 — m 2 

e - ip ^ x - y > para x u > y u . (2.19) 
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p z o-ip-(x-y) „ QT . Q ^.o . ,.o 



(2tt) 4 p 2 - m 2 



3 Coitlo tratamos de uma teoria em que os campos sao locais, e conveniente definir uma funcao 
C, denominada densidade de lagrangiana, onde L = J d 3 xC((f>, d^4>) . Portanto, a terminologia 
lagrangiana se refere simplesmente a densidade de lagrangiana. 
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Definimos, entao, o propagador de Feynman para o campo bosonico 

A f(x -y)= 1-^- 2 ' e-^^ . (2.20) 

J (27r) 4 jr — m z + xe 

Quando aplicamos a equagao de KG a este propagador, obtemos a seguinte identi- 

dade: 

(□ + m 2 )A F (x -y) = -i5 {A) (x - y) . (2.21) 

2.2. A equacao de Dirac 

Motivado pelo desejo de encontrar uma equagao de primeira ordem relativistica- 
mente covariante, Dirac escreveu uma equagao linear na derivada temporal e no mo- 
mento. Com H = a±pi + ^2^2 + «3P3 + flm representando o hamiltoniano livre de 
Dirac, a equagao (2.1) toma a forma: 

i-^ = [-ia-V + (3m}ip, (2.22) 

onde a e /3 sao matrizes n x n, que devem ser determinadas, e ip uma matriz coluna 
de ordem n. Para descobrir esta relagao, aplicamos a derivada temporal em ambos os 
lados de (2.22) e encontramos: 

- ^-t = \- a l a j V l V j - im(/3a l + a'p) V* + f3 2 M 2 } ij; . (2.23) 

at 1 

Comparando com a equagao de KG, vemos claramente que ex. e P devem satisfazer 

as condigoes: 

otcP + a j ot = 2S ij , 

Pa 1 + tfp = , (2.24) 

/3 2 = 1. 

As relagoes (2.24) nos indicam, de fato, que ex. e P ndo sao mimeros ordinarios, 
ou seja, sao matrizes. No entanto, como sabemos, os operadores que representam 
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fenomenos fisicos devem ser dados por matrizes quadradagj. A combinagao linear 
mais simples, a 2 x 2, nao e possivel, pois as matrizes a e /3 2x2 nao existem. A 
proxima opgao mais simples e a de dimensao 4x4 que, na representagao de Dirac ou 
representagao padradj, fornece: 

-Co) • "(Hi)- <-) 

Esta escolha e feita com base em urn teorema devido a Pauli. Isto implica que as 
matrizes ex e (3 sao hermitianas, e as propriedades (2.24) tambem se aplicam a ct^ e 
/3'. Portanto, o hamiltoniano de Dirac em (2.22) e hermitiano. Para escrevermos a 
equagao de Dirac em notagao moderna, devemos considerar ex = 7°7 e /3 = 7 , e entao 
temos que: 

(i^df, - m)i) = . (2.26) 

De posse da equagao de Dirac acima, calcularemos agora suas autoenergias e suas 
solugoes do tipo ondas-planas na forma ip = Nu(p) e~ ip ' x , cuja constante de normali- 
zagao sera calculada mais adiante. Considere a equagao de autovalores Ho u^ (p) = 
Eu^ s \p), com o hamiltoniano de Dirac H e as autoenergias (2.2), alem da repre- 
sentagao padrao para a e (3: 

m crp \ I Xs \ rp I X 



El As , (2.27) 

rr ■ p -m J \ T] s J \ Vs J 

onde s — 1, 2 rotulam os spins para cima e para baixo, respectivamente, Xi = I n ) > 
X2 — I I configuram uma base ortonormal, e r] s deve ser determinado por (2.27). 

As solugSes com energia positiva, para as particulas com E = +\\/\p\ 2 + m 2 \, sao 
dadas por: 

uW(p) = JV I erl S I . (2.2S) 

E + m Xs 



4 Esta consequencia caracteriza uma transformagao linear em seu caso particular, a operagao linear. 
5 Veja Apendice A. 
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Admitindo a existencia de antiparticulas na teoria de Dirac, as mesmas devem ter 
solug5es comenergias negativas, ou seja, E = — \\/\p\ 2 + m?\. Assim, as antiparticulas 
devem ser pensadas como particulas com energias E — > —E e momentos p — > —p. 
Sendo a equagao de autovalores agora dada por H v^ s \p) = —Ev^ s \p), obtemos a 

solugaqf 

( crp \ 

E + m x - s . (2.29) 

A normalizagao do espinor (2.28), dentre outras possiveis, com u = w^7°, e: 

u {r) (p)u {s \p) = S rs , (2.30) 

v (r \p)v (s \p) = -5 rs . (2.31) 



/ JT 1 _|_ rn 

de onde segue que N = N' = \ . 

V 2m 

E conveniente ainda escrevermos as seguintes relagoes entre os espinores obtidos na 

teoria de Dirac: 



u {r) \p)u {s \p) = -5 rs 
m 



v {r) Up)v {s \p) = -5 rs , (2.32) 

m 



u {r) \p)v (s \p) = v {r) \p)u^ s \p)=0. 

Portanto, a equagao de Dirac no espago dos momentos e seus espinores normalizados 
para as particulas e antiparticulas sao, respectivamente, dados por: 



6 espinor escolhido para os estados de energias negativas e \-s — — *°' 2 Xs para haver concordancia 
com a transformagao por conjugagao de carga que sera feita mais adiante. 
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($ — m)u^ s '{p) 



-> u (s \p) 



E + m 
2m 



Xs 

a p 

E + m Xs 



, (2.33) 



(p' + m)v {s \p) 



-> 



u w (p) 



E + m 
2m 



cr p 



X-t 



E + m*- s . (2.34) 



Como vimos nas segoes anteriores, as solug5es com energias negativas para as 
equagoes de onda relativisticas causaram urn grande desconforto no inicio da cons- 
trugao da teoria. No entanto, Dirac reinterpretou as solugSes de energias negativas 
para o problema. Dirac propos urn estado de vacuo, denominado mar de Dirac, com 
todos os estados de energias negativas preenchidos. Um eletron no mar de Dirac com 
energia negativa pode absorver radiagao e ser transportado para um estado com ener- 
gia positiva. O buraco (hole) deixado pelo eletron e reinterpretado como uma ausencia 
de carga +|e| e energia — \E\. Esta "ausencia" e entao considerada uma evidencia da 
existencia de uma antiparticula com carga +|e| e energia — \E\. Entao, a teoria de 
Dirac preve a existencia do positron, antiparticula do eletron, descoberto experimen- 
talmente em 1932 por Carl Anderson. 



i 


V 






rgia 


• 


Eletron 


Mc 2 








— ► 


-Mc 


o- 


Burac 






>• Regiao Proibida 



Representagao pictorica do mar de Dirac. 
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2.3. propagador do fermion 

A equagao de Dirac admite uma solucao arbitraria, que engloba as energias positivas 
e negativas, que e dada por: 



d 3 p 
e seu operador adjunto 



*V) = J^~ 2 E / 4L [ c(s) (P) u{s) (P) e ' tP ' X + d^(p)v {s \p)e ip - x ] , (2.35) 



${*) = J^f 2 E / -fijL [c {s) \p)n {s \p)e^ + S s \p)v^\p)e-^] , (2.36) 

onde c^ e c^ sao operadores de aniquilacao e criagao de particulas, enquanto que 
d^ e d^ sao s mesmos operadores para as antiparticulas. Como os fermions obe- 
decem a estatistica de Fermi-Dirac, estes operadores satisfazem a seguinte regra de 
anticomutagao 



Entao, 



{c^(p),c^(p')} = {d^(p),d^(p')} = -5 rs 5(p - p') . (2.37) 

fit 



(0|^(x)^(y)|0> = [^- 3 ^J2 u{S) ^ {S) (P) e ~ iHX ~ y) 



(2vr) 3 E 



® P I : -A . . ..\ J .-ip-(x-y) 



i@ x + m)—e-^ x - y > (2.38) 



(2tt) 3V rx >2E 



{0\j(xMy)\0) = I ^^J2 v{S) (P^ {s \p)e- ip<y - x) 



(2tt) 3 E 



d 3 p 

-i i 



1x + m)^=e- ip -( y - x) . (2.39) 



(2tt) 3V r J 2E 

Da mesma forma que foi feito com o campo de KG, obteremos, para o campo de 
Dirac, a fungao de Green retardada: 

S R (x -y) = 6(x° - y°)(0\{1>(x), ^(y)}|0) , (2.40) 
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que satisfaz 

S{x-y) = {i$ x + m)k{x-y), (2.41) 

com A(x — y) sendo o propagador para os bosons. Aplicando o operador —ift x + m 
na expressao acima em ambos os lados pela esquerda, segue que 

(-ipx + m)S(x-y) = (<9 M <9^ + m 2 ) A(x - y) 

= -i5 i4) (x-y), (2.42) 

onde foi utilizada a expressao (2.21). 
Portanto, no espago dos momentos, 

tf< 4 >(* -y) = J** i i e -*(*-y) = J ^(i> - m)e-^^S(p) , 

ou seja, 

S(p) = -^— . (2.43) 

p — m 

Utilizando os mesmos argumentos do campo de KG, o propagador de Feynman para 
o campo fermionico e definido como se segue: 

S(x-y) = {0\T1>(x)$(y)\0) 



_ [_d*P_ p' + m {x _ y) 

2.4. Simetrias discretas 



A teoria de Dirac apresenta, alem das transformagoes de Lorentz, outras duas im- 
portantes simetrias tipo espago-tempo: a transformagao por paridade e a inversdo 
temporal. A primeira, de carater espacial, troca o sinal da parte espacial de um qua- 
drivetor qualquer: x M = (x°,x) — ¥ x M = (x°, — x) e o mesmo vale para o momento 
Vy, = {Poj —p)- A segunda, estritamente temporal, inverte o fluxo do tempo no cone 



2.4 Simetrias discretas 17 

de luz: — x^ = (— p°,x) e — p^ = (— x°,p). No entanto, apesar dessas trocas, a norma 
no espago-tempo de Minkowiski se conserva. 

Como foi visto nas segoes anteriores, a teoria quantica tern como uma de suas prin- 
cipals virtudes a capacidade de explicar a existencia de particulas e antiparticulas 
na Natureza. Este fato acarreta em outra simetria discreta da teoria: a conversao da 
particula em sua antiparticula e vice- versa. Esta simetria e denominada transformagao 
por conjugagao de carga. Acredita-se que a Natureza procura perservar estas tres si- 
metrias combinadas, denominada simetria CPT. No entanto, existem alguns processos 
que podem violar esta simetria. Antes de discuti-los, observaremos a atuagao destas 
tres simetrias sobre os campos e particulas de Dirac atraves dos covariantes bilineares. 



2.4.1. Paridade 

Considerando os operadores de campo de Dirac (2.35) e (2.36), procuramos por um 
operador unitario que troca o sinal da parte espacial dos momentos nos operadores de 
criagao e aniquilagao de particulas e antiparticulas, sem alterar sens estados de spin: 

Vc^ {p)V^ = a p c (s) (p) , Vd^ (p)V- 1 = (3 p d (s) (p) , 

(2.45) 
Vc^(p)V- 1 = a* pC W(p) , vS'^ipyp- 1 = (3* p d is) \p) , 

onde a p e f5 p sao as fases dessa transformagao. Sendo o produto escalar conservado, 
ou seja, p • x — p • x, com u^ s \p) = 7°-u ( - s ^(p) e v^ s \p) = — 7°t/ s )(p), a transformagao 
que procuramos e: 
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' l d ^- \a v c {s \ph°u^(p)e~ 1 ^ - (51 d^(ph°v {s \p)e 1 ^] , 
jm L v J 

(2.46) 



Adotando-se a p = — f3*, temos que 

Vi){x)V~ x = ip p (x) = a p7 V(i) , (2.47) 

e, analogamente para o campo adjunto, 

Vi){x)V~ x = ip p (x) = a* p ^(£)7° • (2.48) 

2.4.2. Inversao temporal 

A inversao do fluxo do tempo inverte o spin das particulas e antiparticulas. Assim, a 
agao do operador de inversao temporal T, anti-unitario, sobre os operadores de criagao 
e aniquilagao de particulas e antiparticulas fornece 

Tc {s \p)T~ l = a t c^ s \p) , TS S \ P )T- 1 = f3 t d { ~ s \p) , 

(2.49) 
Tc^^T- 1 = a* c ( ~ s)t (p) , Td^^T- 1 = ft d ( " s)t (p) . 



Os espinores Xs, com s = 1,2 foram definidos na segao 2.2.1.: xi — I n )> Xi 
°L Assim, 



2.4 Simetrias discretas 19 



(2.50) 

Como o operador inversao temporal gira o spin, e necessaria a operagao que executa 
este papel: 

x _ s = -ia 2 x* s =» X* s =iv 2 X-s- (2.51) 

De acordo com a identidade <r 2 cr* = — era 2 , sao convenientes as relag5es: 

u {s) *(p) = 7 1 7 3 m (_s) (p) ) 

(2.52) 
z/ s )*(p) = yyV^p). 

Assim, voltando a equagao (2.50), utilizando (2.52), segue que 

(2.53) 
onde escolhemos a t = (3?. Portanto, 

Ti)(x)T~ l = il)\x) = a t 7 1 7 : V(-5) , (2.54) 

enquanto que, analogamente, 

Ti)(x)T~ l = i)\x) = -a* t ^(-^hV • (2.55) 
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2.4.3. Conjugacao de carga 

A operagao por conjugagao de carga age sobre os operadores de aniquilacao e criacao 
de particulas e antiparticulas, sem mudar seus estados de spin, da seguinte maneira: 

C c^{p) (T 1 = a c S s \p) , C S s \p) c- 1 = (5 C c^(p) , 

(2.56) 
Cc^^C- 1 = ald {s) \p) , Cd {s) \p)C- 1 = (5* c c {s) \p) . 

Entao, o campo de Dirac transformado e: 

C^{x)C- x = ^^J^a c Y,[d {s \p)u {s \p)e-^ + c^\p)v^\p)e^]. 

(2.57) 

Como o operador por conjugagao de carga nao muda o estado de spin das particulas 
e antiparticulas, e definido urn operador C = £7 2 7°, que deve agir sobre urn espinor 
que contem x*- s - Assim, de acordo com (2.51), temos que 



Cu^ip)^ 1 = v {s \p) 



Cv^^C- 1 = u^ s \p) 



(2.58 



onde 



C^)r 1 Ef(i) = a c Cf(i), (2.59) 



CiJ>(x)C- 1 = if> c (x) = a* c iJ> T (x)C. (2.60) 

2.5. Covariantes bilineares 

Nesta segao, construiremos e classificaremos os covariantes bilineares, que sao obje- 
tos que nao carregam indices espinoriais e envolvem apenas dois campos espinoriais. 



2.5 Covariantes bilineares 
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Essas combinagSes tern propriedades de transformag5es bem definidas no grupo de 
Lorentz. As matrizes 7 de Dirac formam uma base de 16 matrizes 4x4 linearmente 
independentes. A base e formada pelos seguintes elementos: 



1 


escalar 


1 


ryV 


vetor 


4 


7 5 


tensor 

pseudo-vetor 

pseudo-escalar 


6 

4 
1 




TOTAL: 


16 



A teoria de Dirac e construida com base em densidades de lagrangianas. Assim, e 
possivel construir e classificar os seguintes covariantes bilineares, na forma ipTip, com 
T representando as 16 matrizes acima, de acordo com sua natureza: 



E{x) 


= i/j(x)i/j(x) 


(escalar) 


V»{x) 


= , ijj(x)'-y^i/j(x) 


(vetor) 


P{x) 


= i^(x)-f 5 ip(x) 


(pseudoescalar) 


A»(x) 


= ^(x)757^(^) 


(vetor axial) 


T^(x) 


= 'ip(x)a^ u ip(x) 


(tensor) 



Na proxima subsegao ha uma tabela que mostra como estes covariantes bilinerares 
se comportam frente as transformagoes por paridade, inversao temporal e conjugagao 
de carga, bem como as transformagoes combinadas por simetrias CPT. 
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2.6. A transformacao CPT 

De acordo com (2.47), (2.54) e (2.59), o campo de Dirac se comporta da seguinte 
maneira frente as transformagSes T, PT e CPT: 



T: ^\x) = Tip(x)T-=a t Yr^(-x) 



(2.61) 



PT: i/; pt (x) = Vi)\x)V- x = a pt 7°7W(-^) (2.62) 



CPT: i> cp \x) = Cf(x)r 1 = « q , t 7Yf(-x) (2.63) 



e, de forma analoga para o campo de Dirac adjunto, 



T: i>\x) = Ti>{x)T~ l = -a* t i)(-x)Y-i 



(2.64) 



PT: i) pt {x) = V^ t (x)p- 1 =a* ^(-zhVT (2-65) 



CPT: i) cp \x) = Ci) p \x)C~ l = a*i) T {-x)-i b -i (2.66) 



A tabela a seguir sumariza os resultados das transformagoes C, P, T e CPT sofridas 
pelos covariantes bilineares. 





C 


P 


T 


CPT 


E(x) 


E(x) 


E(x) 


E(-x) 


E(-x) 


V^{x) 


-y(x) 


V,{x) 


V,{-x) 


-V(-x) 


P(x) 


P(x) 


-P{x) 


-P(-x) 


P{-x) 


A»(x) 


An(x) 


-A^x) 


A^(-x) 


-A^(-x) 


T^{x) 


-T^(x) 


-L fJ,u\X) 


-* [iv\ X ) 


T^(-x) 
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Teorema CPT diz que, em uma teoria de campos relativistica, deve existir a in- 
variancia de transformagao por paridade (inversao espacial) e inversao temporal (time 
reversal) seguida por uma transformagao por conjugagao de carga. O teorema CPT 
assume a veracidade das leis quanticas e invariancia de Lorentz. Especificamente, o 
teorema CPT afirma que fenomenos descritos por qualquer teoria quantica de campo, 
local e invariante de Lorentz com um hamiltoniano hermitiano, devem ter esta sime- 
«. „dfl Com o P0de SOT Mmente — oes ta «*, os _ tes 
bilineares de Dirac que nao preservam a simetria CPT sao o vetor e o vetor axial. 
No entanto, vemos que ip'y^ip nao preserva a transformagao por conjugagao de carga 
e ?/'757 M '?/> nao e invariante frente transformagoes por paridade. No proximo capitulo, 
apresentaremos um modelo de quebra de simetria de Lorentz para fermions. No Capi- 
tulo 4, investigaremos possiveis efeitos provocados pela quebra da simetria de Lorentz 
em sistemas utilizando mecanica quantica relativistica. 



7 Este teorema e cuidadosamente demonstrado em [T3] por Streater e Wightman. 



3. Apresentacao do modelo de 

violacao de Lorentz para fermions 



3.1. Introducao 

No Capitulo 2 estudamos as transformagoes de simetrias sofridas pelos covariantes 
bilineares do campo fermionico de Dirac. Tais transformagSes sao a paridade, a in- 
versao temporal e a conjugagao de carga (veja tabela na segao 2.2.4). Vimos que os 
bilineares de Dirac que sofrem violagoes das simetrias CPT, no setor fermionico ou da 
materia, sao o vetor e o pseudovetor ou vetor axial. 

O objetivo deste capitulo e apresentar um modelo efetivo para a quebra de simetria 
CPT. O ponto de partida, no contexto da mecanica quantica relativistica em quatro 
dimens5es, e acoplar campos de fundqj aos covariantes bilineares. Se a lagrangiana 
da EDQ convencional e dada por 

Cedq = ${& - 4. - m)V - \f^F^ , (3.1) 

devemos adicionar a ela as seguintes lagrangianas 



C Fer mion = -ipdijj - #75^ - ^H^ipa^ip + ic^ip^ D v ip + id^ip>y fl <y 5 D u 'ip 



C-Foton = ^^ Vfl A u d p A a + -^F^Fpc , (3.2) 



^ntende-se por campo de fvmdo um campo cujas fontes nao sao acessfveis. 
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onde iD^ = id^ + eA^ e a derivada covariante. 

A estrutura da equagao de Dirac e modificada pela introdugao desses termos na 
lagrangiana. As corregoes surgem nas matrizes de Dirac e na massa do fermion: 

(iVD^ - M)V = , (3.3) 

onde T u = j u + c^ + 6^7^75 e M = m+ d+ ^75 + ±H flu a tiV . c^, d^ u , a M , b^ e H^ 
sao campos de fundo especificados num referencial escolhido. 

Cada um dos termos adicionais na lagrangiana content urn parametro constante 
cuja ordem de grandeza e muito pequena q Sao eles que controlam as medidas de 
violagoes de simetrias CPT e Lorentz nos experimentos. Todos os cinco monomios 
envolvidos, presentes na lagrangiana adicional (3.2), violam a simetria de Lorentz. 
Como os monomios que content a M e b^ violam a simetria CPT, somente eles estao 
presentes nesta dissertagao. Ja os termos H^ u , c^ u e d^, que preservam CPT, nao sao 
aqui estudados. 

3.2. A equacao de Dirac e o propagador do fermion 
modificados 

A lagrangiana de femions de massa m com os termos de quebra de simetria CPT e 
dada por: 

C = ^-d- Py 6 - m )iJ), (3.4) 

onde a^ = (ao, a) e 6 M = (60, b) sao quadrivetores constantes. 

Procuramos por solugoes do tipo ondas-planas, em que ip^ = N u c u^ a \p)e~ ip ' x 
(a — 1,2), e um espinor de Dirac modificado com quatro componentes, onde N u e 
uma constante de normalizagao a ser determinada. 



2 A ordem de grandeza dessas constantes e muito pequena quando comparadas a massa dos fermions, 
uma vez que violagoes da simetria de Lorentz, se existirem, sao efeitos muito pequenos, e ainda 
nao observados experimentalmente. 
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Da equagao (3.4), obtemos a equagao de Dirac modificada 

(^-^-^75-771)^ = 0. (3.5) 

Aplicando o ansatz para ip e multiplicando a equagao acima pela esquerda por 
(jf— $— l/hfs + m), obtemos a seguinte relagao: 

{(p _ a ) 2 -b 2 -m 2 - [$- i, fi] l5 } u(p) = . (3.6) 

A expressao acima ainda nao e diagonal, uma vez que na mesma aparecem termos 
com matrizes nao diagonais. Para obter a equagao algebrica para este modelo, e 
necessario multiplicar a equagao acima por (p — a) 2 — b 2 — m 2 + \p— /i, /ft] 75 pela 
esquerda: 

{[(p - a) 2 -b 2 - m 2 ] 2 - (y- +, Phs) 2 }u(p) = . (3.7) 

Vamos trabalhar o comutador acima com f6 =$— $ momentaneamente: 

= % yyy- it yy%- ytyy, y+ yjt y% 

= yy\-yf + i(k- b)\ - 2k 2 b 2 + y ft [- ft y+ 2(k ■ 6)] 

= -4k 2 b 2 + 2(k ■ b) }6 y+2(k-b) yf 

= -Ak 2 b 2 + 2(k ■ b) [- y f + 2(k ■ b)} +2{k-b) y ft 

= -Ak 2 b 2 + 4(fc • bf , (3.8) 

onde foi utilizada a identidade </ d = — d </+ 2(c • d). 
Portanto, a relagao de dispersao para o modelo e 

[(p - a) 2 - 6 2 - m 2 ] 2 - 4 [6 • (p - a)] 2 + 46 2 (p - a) 2 = . (3.9) 

Esta relagao de dispersao e quartica na variavel p°(p). Ela possui duas raizes posi- 
tivas Eu e duas negativas Ev , onde a = 1,2. 
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A equagao (3.9) e facilmente resolvida para os casos em que 6 M e estritamente tem- 
poral ou espacial. Para o caso 6 M = (60, 0), a relagao de dispersao fornece 

Ei a) = v/(|p-a| + (-l)«6o) 2 + m 2 + a , 

(3.10) 

E^ = v / (|p + a|-(-l) Q M 2 + ^ 2 -«o, 

em que Eu,v indicam as energias para as particulas e suas antiparticulas, respecti- 
vamente. Note que o termo a^ provoca uma redefmigao dos zeros da energia e do 
momento para as particulas, pois E — > E — ao e p — > p — a, ou seja, ha uma 
operagao por conjugagao de carga: a^^ip — > —a^^^ip. 

Para o caso 6 M = (0, b), as solugoes sao 



E& = yj{p- a) 2 + m 2 + b 2 + (-l)°2y/[b ■ (p - a)] 2 + m 2 + a , 

(3.11) 
E v {a) = J(p + a) 2 + m 2 + b 2 - (-l) a 2y/[b ■ (p + a)] 2 + m 2 - a . 



Quando multiplicamos a equagao (3.5) pela esquerda por 7 , esta equagao de mo- 

dip 
vimento pode ser escrita na forma hamiltoniana, onde i— — = Hip. Assim, temos 

at 

que 



H = a • (p - a) + m7° + a + 75&0 + S • b . (3.12) 

Vamos construir os espinores para o caso 6 M puramente temporal. O hamiltoniano 
e entao dado por: 

H = a ■ (p - a) + m7° + a + 6 75 • (3.13) 



3 V .,5 ' a ° 



iS = ^- * a 
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Na representagao padrao das matrizes 7 de Dirac, como e usual, obtemos os seguintes 
espinores 

u {a \p) = N^ (^ (Q) ) (3.14) 

para os estados de energia positiva e, para os estados de energia negativa, 

,, ^ a K( a ) 



,W(p)=iVW ( &J* ) , (3.15) 

onde 



^O) 



{) ^-{p-a)-b r 
&u — do + m 
A solugao para £« e obtida pela troca, na expressao acima, a^ — > — a^ e b^ — > —b^, 

alem da troca E& — > Ei, . 

espinor (3.15) pode ser normalizado, como foi feito no Capitulo 2, se escolhermos 
a mesma condicao de normalizagao do caso da teoria convencional: 

u {a \p)u^'\p) = 5 aa ' . (3.17) 

Utilizando a definigao u = u^ e a autoenergia positiva (3.10) para a particula, 
encontramos a constante Nu de normalizacao: 



Se o espinor de duas componentes x^ f° r escolhido ser autovetor do operadoror 
com autovalor — (— l) a , o espinor de Dirac modificado e normalizado fica 



\p — a\ 



i/a)(p) = ^-'-q. + m ( _(_!)(.),/_ gl-j, ^ ^ . ( 3 . 19 ) 

\ ^i Q) - a + m ' / 
Procedendo de modo analogo, obtemos o espinor para os antifermions: 

/p(«), n , m I -(-l) (Q) lP + al+6o (a) \ 

^^^ _ F __ X (32o) 
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Ainda podemos obter outro elemento de grande importancia na teoria da EDQ 
extendida: o propagador fermionico modificado. O propagador de Feynman escolhido 
deve satisfazer 

(i 0_ ^_ y lh _ m)S a , b {x -y) = i6W(x - y) , (3.21) 

ou, escrita no espago de Fourier, 

/ Wf^~ 4 ~ ^ 5 ~ m ) e ~ ip<x ~ y)s M = iS(4) ( x - y) ( 3 - 22 ) 

fornece, atraves da representacao de Fourier da Delta de Dirac, 

S °M = u A \ • ( 3 - 23 ) 

p- ft- p-y 5 - m 
Este propagador e escrito em sua forma invertida: 

i %{i>— fl— tyy 5 +m) 



S a ,bip) 



4- 4lb ~ rn {$- 4- ^75 - m){i>- d- ty>y 5 + m) 
i(tf- d- ^7 5 + m) 



{(p - a) 2 -b 2 -m 2 - [$- 4, $75} ' 
onde foi utilizada (3.6). Utilizando tambem (3.9), segue que 



(3.24) 



i{j>- 4- ^75 + m){(p - a) 2 -b 2 -m 2 + \j>- d, ^75} 
a ' bW [(p-a) 2 -6 2 -m 2 ] 2 -4[(p-a)-6] 2 + 4(p-a) 2 6 2 ' { } 

Portanto, vemos que a quebra da simetria de Lorentz modifica as relag5es de dis- 
persao, as autoenergias e os espinores da teoria de Dirac convencional, alem de gerar 
uma perturbacao no hamiltoniano de Dirac livre. No caso do propagador, vemos que 
a modificacao deixa o propagador com uma forma mais complicada que o usual (2.44). 



4. Implicacoes em Mecanica Quantica 

4.1. problema de Landau e a quebra de simetria de 
Lorentz 

Neste capitulo, investigaremos possiveis efeitos que a quebra da simetria de Lorentz 
pode causar em sistemas quanticos de eletrons interagindo com um campo eletro- 
magnetico. Iniciaremos nosso estudo com um sistema composto por eletrons intera- 
gindo com um campo magnetico intenso e constante. Tal fenomeno e conhecido como 
problema de Landau. 

Se consideramos os eletrons relativisticos, o hamiltoniano nao perturbado deste 
problema e dado por 

H = a- (p-eA)+m7°. (4.1) 

O problema tera como perturbagao o hamiltoniano de interacao 

Hm = a -a-a + 6 7 5 + S • b . (4.2) 

As autoenergias e os autoestados exatos do problema de Landau sao calculados no 
Apendice B a partir do hamiltoniano nao perturbado (4.1) e servirao como base para 
os calculos perturbativos. 

Os calculos das corregoes das energias do eletron em ordem mais baixa de apro- 
ximagao, com as autofungSes (B. 10-12), sao dadas por 
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AE n,s = (^nJHinMnJ = / ^Js( X )(H int )lp n Ax)dx 



Ao(x) + A z (x) + Bo(x) + B z (x) 



onde 



A {x) = rf; n Ux)(ao)il) n .(x)dx = aorl) n Ux)il) n .{x)dx 



oo , 



A (x) = {^ n ,s\(-oi ■ a)\ip ntS ) 



^ n }a( x )(- a zaz)^ n .(x)dx 



(\ +00 
S i^' KK)I 



ro,s 

OO 



E„ e + m ( p z p z 



n,s , j «, 

-cu — — ; — ■ h 



2 ^n, S V^n, S + m E n,s + m 
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-a 
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B (x) 



^n!s( X )( b 0l5)lPnA X ) dx 



b E n ,s + m 

2"n!0F 2E- 



OzPz 



-1 

t'„ .-in. I I _]_ Q 



1 

Vz'Pz 



E„,_,+m 



d£e-?[H n {Z)Y 



, E n,s + m f S p z 



2E n,s \ E n,s+ m E n,s+ m 



s—b 

n,s 



BJx) 



^n:s( x )(b z z z )ij n Jx)dx 



b, E n,S + m I 1 a-.,. 



2"n\^ 2E~ 



En.s+m 



<Jz 

a z 



1 



En.s+m 



i-oo 



E n,s + m 

2E~. 



s + 



■Wz 



( E n,s + m) 



sb y 



1 - 



16150(271+1-5) 



2E- s (E- s + m) 
Assim, somando todas as contribuigoes, obtemos 



AE n ^ s = a - a z -^r ~ sh o~^r + sb z 

n,s n.s 



\eB \(2n + 1 - s) 
2E-(E-+m) 



(4.3) 



Uma analise deste resultado nos fornece a ideia de que os campos a M e 6 M sao 
grandezas observaveis. No entanto, este resultado deve ser analisado com mais detalhes 
no que se refere justamente a ordem de grandeza de seus componentes. Seguindo 
argumentos de Kostelecky e colaboradores |14j . os termos proporcionais ao campo 
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magnetico B devem ser negligenciados pois, para B ~ 5 T, a razao \eB \/m 2 ~ 10~ 9 
e muito pequena. No confinamento axial neste experimento, o momento axial e o 
momento de Landau p z , que corresponde a um momento efetivo no eixo z. Como 
a frequencia axial e bem menor que a frequencia ciclotron, o termo p z /E~ s deve ser 
desconsiderado. Neste contexto, a corregao para as energias de Landau em termos 
dominantes e simplesmente 

AE- 8 nao + sb t . (4.4) 

Uma proposta para tentar detectar a quebra da simetria de Lorentz consiste na com- 
paragao das mudangas (shifts) de niveis de energiau, com e sera inversao de spin, de 
eletrons e positrons tipicos de Landau. Tais frequencias sao obtidas em experimentos 
conhecidos por armadilhas de Penning^. Tais armadilhas sao dispositivos que arma- 
zenam particulas carregadas utilizando um campo magnetico constante e um campo 
eletrico estatico espacialmente nao homogeneo. 

Considerando H — 1 e as autoenergias (B.6), as frequencias de transig5es energeticas 
para o eletron sem e com inversao de spin, nao perturbadas, sao dadas por 

u- = E^_ l -E Q _ 1 , Q~ = Eo t+1 - E^_ x . (4.5) 

O teorema CPT afirma que ambas as frequencias do eletron acima devem ser iguais 
as mesmas do positron. No entanto, as frequencias corrigidas lo(uj) t ^ cpt \ de acordo 
com a teoria de violagao de Lorentz, para os eletrons e positrons, sao dadas por 



UJ 



< CPT ) « W +( CPT ) « U , uTiCPT) K Q ± 2h ( 46) 



Note que, no resultado obtido acima, as frequencias corrigidas nao dependem de 
a^. Isso ocorre porque, como ja foi discutido, este campo apenas redefine os zeros da 



x De acordo com a referenda [15], tais transicoes energeticas, com e sem inversao de spin, sao 

denominadas frequencias de anomalia e ciclotron. 
2 Esta armadilha foi imaginada por F.M. Penning e rendeu a Hans Georg Dehmelt o Premio Nobel 

de Fisica em 1989 por sua utilizagao pratica. 
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energia e momentos. O termo dominante na teoria de violacao CPT e dependente do 
campo h^ e e proveniente da diferenga entre as frequencias sem e com mudanga de 
spin: 

Aoj = u-^^ - u^ CPT ^ « , Acu = u^ CPT "> - u; + ( CPT ) « +Ab z . (4.7) 

Portanto, o experimento de armadilhas de Penning discutido aqui e sensivel apenas 
a parte espacial do vetor b na diregao do campo magnetico. 

4.2. Expansao nao relativistica do hamiltoniano 
modificado 

Considere o hamiltoniano (3.12) de uma particula sujeita a urn campo eletromagnetico 
(agora com o campo coulombiano) e os termos de quebra das simetrias CPT: 

H = m7° + a ■ (p - a - eA) + eA + a + £ ■ b + 75V (4.8) 

Faremos a expansao utilizando o metodo Foldy-Wouthuysen_| (FW) [16J. Este 
metodo propoe reescrever o hamiltoniano acima separado em duas partes. Como 
as matrizes 7 5 e S sao, respectivamente, nao diagonal e diagonal na representagao 
padrao adotada, temos o hamiltoniano acima escrito em termos de operadores pares 
e impares: 

H = m 7 ° + P + X, (4.9) 

onde 

V = eA + a + S ■ b (operador par), (4-10) 

I = ex. ■ (p — a — eA) + 7560 (operador impar). (4-11) 



3 Vide Apendice C. 
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Considere o ansatz (vide Apendice C): 

S=-±fl. (4.12) 

Vamos expandir o hamiltoniano na representagao FW escrevendo-o em series de 
potencias de 1/m. Faremos a expansao atraves da formula de Baker- Campbell- Hausdorff: 

e iS He -iS = H + i[Si H] + *j [fi , [S} H]] + ^ [Si [Si H]]] + (413) 

De outra forma, 

H' = H + i[S, H] - i[5, [S, H}} - l -[S, [S, [S, H}}} + 1[5, [5, [5, [5, H]]]]... (4.14) 
Utilizando as relagSes de (anti)comutagoes 

{ 7 °,X} = e [ 7 °,P]=0, (4.15) 

podemos calcular algumas relag5es de comutagoes envolvendo S e H: 

<[S,fi] = -Z+2- + l-[Z,P], (4.16) 

' ~, [X,[X,[X,T})} (4.18) 



48m 3 
£[S,[S,[S,[S,lf]]]] * ^7°X 4 . (4.19) 

O ultimo termo foi obtido por indugao. Adicionando todos os termos de (4.16-19), 
obtemos: 
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hamiltoniano e entao reescrito retendo-se termos proporcionais ate 1/n . 



H'" = 7° (m + —I 2 - -— Z 4 + V - -— [X, [X,V\\ . (4.20) 



— I 2 -— I 4 ) +V- — 
1m 8m 3 J 8m 2 

Voltemos ao operador impar representado em (4.11). Utilizando a formula 

(a-A)(a-B)=A-B + iS-(AxB), (4.21) 

vem que 

X 2 = [a • (p - a - eA) + 7 %] 2 

= (p - a - eA) 2 - ieYi ■ (p x A + A x p) + {a, 75} • (p - a - eA)b + b^ . 

O anticomutador acima e dado por 

{a, 75 } = -2S. 

Entao, com p = — «V e P = p — a — eA, temos que 

— X 2 = — [P-S60I 2 -— S-B. (4.22) 

2m 2m [ UJ 2m v ' 

Agora, calculemos o comutador 

[J,P]=iea-E-2(a-E)(P-b). (4.23) 

Da mesma forma, obtemos o outro comutador: 

[X,[X,V]] = eV-E + iS-(VxE) + 2S-(Exp)-4(S-P)(P-b). 
Assim, 

[X[X,V]} = -^[eV-E + iS-(VxE)+2S.(Exp)] 



8m 2 ' 8m 2 



'S-P)(P-b). (4.24) 



2m 2 
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Entao, com todas as contribuigSes juntas, temos que: 

H'" = "" m + -^(P-S6 ) 2 -^P 4 
2m c>m A 



+ eA + a + £ • b - -^-£ ■ B 

2m 



^■(Exp) + -^S.(VxE)--^V-E 
m z 8m z 8m z 



1 (S-P)(P-b). (4.25) 



2m z 

Assim, a expressao acima corresponde ao limite nao relativistico do hamiltoniano 
(4.8) expresso na representagao FW. Este resultado e identico ao obtido em [17], porem 
foi obtido por nos atraves de um metodo diferente (FW). termo mais interessante e 
o de interagao spin-orbita que envolve o campo de fundo 6 M . 

4.3. O efeito Zeeman anomalo modificado 

O efeito Zeeman corresponde a mudanga das linhas espectrais de um certo elemento 
devido a agao de um campo magnetico externo. Para o caso de atomos cujo spin 
eletronico total e nulo, as linhas de emissao se decompoem em multipletos (dubletos, 
tripletos, etc.), cujas caracteristicas dependem essencialmente do elemento e do campo 
externo. Tal fenomeno e denominado efeito Zeeman normal, descoberto pelo fisico 
holandes Pieter Zeeman em 1896. Para o caso em que o spin eletronico total nao e 
nulo, tem-se o efeito Zeeman anomalo: as linhas de emissao nao se decompoem em 
dubletos ou tripletos, mas em multipletos de estrutura mais complicada. Isso ocorre 
porque o spin se acopla ao campo magnetico externo. 

Nesta segao, o efeito Zeeman anomalo sera estudado na presenga da quebra de si- 
metria de Lorentz, que possivelmente fornecera modificagSes no espectro de emissao 
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do hidrogenio. Investigaremos isso aplicando teoria de perturbagoes geradas, separa- 
damente, pelos campos de fundo a M e 6 M . 

4.3.1. O acoplamento vetorial como perturba^ao 

O hamiltoniano com o acoplamento vetorial no limite nao relativistico do modelo 
de quebra de simetria de Lorentz e reescrito atraves de (4.25) somente com os termos 



H = (p — eA — a) 

2m y * ' 



2M 



cr B + eA + a . 



(4.26) 



Este hamiltoniano e escrito em termos do hamiltoniano de Pauli (nao perturbado) 



como se segue: 



H 



2m 



[P 



eA) 2 - — er ■ B + eA 
2m 



+ 



1 , l 2 

— (p - eA) ■ a + a + - — a 
m 2m 



. (4.27) 



O primeiro termo do hamiltoniano acima e o bem conhecido hamiltoniano de Pauli. 
O segundo termo e proveniente do acoplamento vetorial atraves do campo a M , e e o 
hamiltoniano de interagao. Assim, 



i _ e . a" 

H int (a) = —a ■ V H A • a + a + — 

m m 2m 



(4.28) 



onde foi utilizada a relagao p • a = — iV ■ a — ia-V = —ia ■ V. Note que, neste caso, a 
quebra de conjugagao de carga nao e mais manifesta, pois existe uma linica expressao 
que representa o hamiltoniano para as particulas e antiparticulas. 

Os liltimos dois termos em (4.28) sao apenas duas constantes que nao represen- 
tam mudangas fisicas nos niveis de energia, pois nao se manifestam nas transigoes 
energeticas. Para aplicar a teoria de perturbagSes, escrevemos a fungao de onda ip do 
atomo de hidrogenio em coordenadas esfericas para uma unica particula: 



^n£m(r, 9, 4>) = R nt (r)Q tm (e)^ m (4>) . 
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Utilizando o operador gradiente escrito em coordenadas esfericas 

„ . d . 1 . 1 

V = er ^~ + ee ~ at + e 4> — ^~E ^7 » 
ar r w r sin 6 Om 



segue que: 



A-B( a ),i = — (n£m\a-V\n£m) 



it f {Ke(r)^^\Qe m (0)\ 2 \^ m (<t>)\ 2 a-e r 



+ 



\Rm(r)\*, , Q ,dQ tm {9) 



-®*e m (6)- 



09 



$ m (0)| 2 a-e e 



+ im 



\RnAr)\ 2 \ee m (^ 2 



rsmi 



$ m (0)| 2 a-e }d 3 r 



(4.29) 



(4.30) 



(4.31) 



Para facilitar os calculos, escolhemos o campo a ao longo do eixo z, onde a ■ e r = 
a z cos 9, a • §# = — a z sin # e a • e^ = 0. O primeiro termo e entao escrito explicitamente: 

0R„Ar) 



Id 2 



^Et a \i = — 



in 



Ke(r) ()r 



-r dr 



Q fm (9)\ 2 sin 9 cos 9d9 . 



(4.32) 



Esta correcao e nula, pois 



\Q im (9)\ 2 sm9cos9d9 = 0, 



para todas as fungoes associadas de Legendre. 
Agora, o segundo termo e 



A£ (a) , 2 = 

m 



ia z f \R n e(r)\ 2 dQ im (6) 



QUO)- 



09 



sin 9d9r dr . 



Observando a integragao angular, verifica-se que 



e im( e ) — qq sin 



Qt m (x)^^-(^ - l)dx = , 



-i 
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resultado proveniente da formula de recorrencia 

(x 2 - l)—Q im (x) = £xQ im (x) -(£ + m)Q^ lm (x) 
ax 

e da relagao de ortogonalidade dos polinomios de Legendre: 

-1 

Portanto, 

A£ ( .),i = , 

Agora, analisaremos o termo que depende do potencial vetor: 

e 



AE. 



(o),2 



m 



V* A-aWd 6 r. 



(4.33) 



Para um campo magnetico intenso representado por B = B e z , o potencial vetor 
associado e A = — B f — , — — , ] . Isto implica que: 



AE, 



(o),2 



eB 

1m 



I y*{ya x -xa y )^d 3 r. 



(4.34) 



Apos calculos explicitos, obtem-se que 



AE, 



(o),2 



0. 



(4.35) 



Portanto, concluimos que a presenga do campo de fundo a^ nao afeta o espectro de 
energia do hidrogenio, pois o hamiltoniano (4.28) nao produz nenhuma corregao aos 
deslocamento nos niveis de energia do efeito Zeeman anomalo. 

4.3.2. O acoplamento axial como perturbacao 

Neste caso, o hamiltoniano e dado por 
1 



H 



— y p-eAy-—o--B + eA 
2m 2m 



+ 



a . b - ^a ■ (p - eA) + -^_ 
m 2m 



H 



Hpauli + -f^mt(b) 



(4.36) 



42 Implicagoes era Mecanica Quantica 

terceiro termo de H int ^ sera negligenciado porque e uma constante e nao causa 
efeito algun. Assim, 

H inm = a ■ b - ^<r ■ (p - eA) . (4.37) 



m 



Para obtermos as possiveis mudangas no espectro de energia do hidrogenio, e ne- 
cessario utilizarmos teoria de perturbag5es independente do tempo ate primeira ordem, 
cujo hamiltoniano de interagao sera dado por (4.37). Assim, 

AE(p) t i = (n£jmjm s \a ■ b\n£jmjm s ) , (4.38) 

onde n, j, rrij sao os mimeros quanticos associados ao hidrogenio no caso em que ocorre 
a soma entre os momentos angulares L e S (veja o Apendice D). Considerando-se a 
situagao em que j = £+1/2 e rrij = m+1/2, com suas autofungoes sendo representadas 
por (C.20) e (C.21), esta contribuigao de energia pode ser calculada explicitamente: 

AE {b)tl = (n£jmjm s \cr ■ b\n£jmjm s ) = (jrrijlbzcrzljmj) 




+m+l yra 



l+m+l ym* / t-m yrn+l * \ I u z u \ j V 2i + 1 l | jq 

2W Y t \jlt+l Y l ) { -K ) \ [T^ym+l ' 

2£+i I e 



i+m+1 ym 



2^+1 I 



^ ,u -\ (wrm-i^b. [\Yrrdn = 2 -^±±b z 



2£+\ j ' *■ ' "" 2£+l / ' l ' 2£+l 



2rrijb z 

27+T 



(4.39) 



onde os Y™ sao os harmonicos esfericos normalizados. Para o caso em que j = £— 1/2, 

2rrijb z _ 

obtemos —^ — . Entao, a contribuigao total para o termo er ■ b, que representa o 
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acoplamento axial sem campo eletromagnetico, e 

mib z 

AE a . b = ±2^^ • (4.40) 

Este resultado coincide com a referenda [T7] , mas e o dobro do resultado obtido em 

na. 

A energia e corrigida em primeira ordem de aproximagao pelo fator ±rrij. De fato, 

cada linha do espectro e separada em 2j + 1 linhas, cuja separagao linear e dada por 
b, 



-. Como a mudanga de energia depende do modulo de b, este resultado teorico 
para a corregao de energia pode ser utilizado para se obter um limite superior para o 
parametro b^ atraves de experimentos especificos. 

A contribuigao em primeira ordem do segundo termo do hamiltoniano (4.37) e escrito 
a seguir: 

AE(fy t 2 = (n£jrrijm s \cr ■ \7\n£jmjm s ) . (4-41) 

If L 

Aqui, a fungao de onda VWm passa a depender de uma fungao Xm a que depende 
do spin do eletron. Neste caso, a fungao de onda total sera ^ n ijm = ipnimXm s - No 
entanto, devemos considerar que o operador nabla deve atuar em R n i(r), 9£ m (9) e 
<J> m (0), enquanto que cr deve atuar na fungao de spin. Assim, 

AE m = - b ^J Uni(ry^^-\9 £m (0)\ 2 \^ m (<P)\ 2 (jrn,\o- ■ e r \j mj ) 



|$m(0)| @£m(#) — qq (jmjlo- ■ e e \j mj ) 



\R nf (r)\ 2 \Q e ^' 2 



r sin( 



$ m (0)| 2 (jm j |cr • e^jmj) \ d 3 r . (4.42) 



Os produtos escalares em coordenadas cartesianas que aparecem nos valores espe- 
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rados entre os kets e os bras sao dados por: 



a ■ e r = sin 9 cos o x + sin 9 sin a^ + cos 9 o z , 
cr ■ eg = cos 9 cos o"a; + cos 9 sin o y — sin # c^ , 
<r • e^ = — sin # o^ + cos <7 y . 

Como vemos em (4.42), somente os termos proporcionais a o z vao contribuir com 
valores esperados nao nulos. Assim, 



A£, 



(6),2 



(2£+l)m 



tinlKT) ^ l^m 



COs6> 



l^(r)l 2 






rf 3 r 



ib mj 



(2£+l)m 



R{r 



*dR(r) 2j ' 



|0(#)| 2 sin#cos#d# 



± 



iborrij 
(2i+l)m 



Rne(r) 



-r 2 dr 



e im (oy^^^9d9. 

o9 



As expressoes obtidas acima sao exatamente as mesmas obtidas para o calculo da 
corregao de energia para o caso do acoplamento vetorial. Assim, 



AE, 



(b),2 



0. 



(4.43) 



Observando novamente o hamiltoniano de interagao (4.37), o termo e&o cr- A/m nao 
deve oferecer nenhuma corregao ao efeito Zeeman para o caso em que o hidrogenio 
e livre, uma vez que A = 0. Considerando o caso em que o eletron e sujeito a 
um forte campo magnetico, este termo nao pode ser negligenciado. Para um campo 
magnetico intenso representado por B = B e z , o potencial vetor associado e A = 
— Bq I — , — , j . Isto implica que a corregao de energia, em primeira ordem de teoria 
de perturbag5es, e dado por: 
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AE a .A = — (nijmjmJer ■ A\n£jm-jm s ) 
m 



■ (nijrrij m s \ya x — xa y \ nijrrij m s ) 



2m 



ttt w(i»)(!!)(!)-(.»)C-;)(I]w 



2m WJIV J \ y J V J v ' \ix 0/VO 



= . (4.44) 

Portanto, ounico efeito perturbativo foi obtido em (4.40), cujo resultado e proporti- 
onal a |b|, que foi gerado pelo termo de interacao spin-orbita cr ■ b. Podemos concluir 
tambem que urn campo magnetico externo, mesmo intenso, nao produz nenhum efeito 
de mudanga de energia no espectro do hidrogenio. 



5. Fermions em um campo de calibre 
em (2+1) Dimensoes 



5.1. Introducao 

Como e bem conhecido, a teoria de calibre de Maxwell usual e descrita a partir de 
um campo de calibre fundamental A^, atraves da lagrangiana 

C M = -\f^ - A,J» , (5.1) 

onde F^y = d^Ay — d v A^ e o tensor antisimetrico do campo eletromagnetico e J^ea 
corrente de materia. Esta lagrangiana e invariante frente a transformacoes de calibre 
A^ — > A^ + <9^A; e, consequentemente, as equag5es de Euler-Lagrange de movimento 

d^ = r (5.2) 

tambem sao invariantes frente a mesma transformacao. A corrente de materia se 
conserva, pois d u J u = devido a antisimetria de F^ v . 

Na teoria eletromagnetica de Maxwell convencional, o tensor F^ u e uma matriz 

quadrada antisimetrica de ordem 4x4. O mimero de campos nesta teoria e dado 

1 
por -D(D — 1) que, em quatro dimensoes, corresponde a tres campos eletricos e tres 

campos magneticos. No entanto, esta teoria pode ser definida em qualquer dimensao, 

se os indices do campo de calibre A^ variam de /i = 0,1,2,...,/} — 1, onde D e a 

dimensao escolhida. 
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Em particular, em sistemas planares (duas dimensoes espaciais e uma temporal), 
o campo magnetico e dado por B = e^diAj, ou seja, este campo e um escalar. Isso 
acontece porque nesta teoria o potencial vetor e bidimensional, e o rotacional de um 
vetor em duas dimensSes resulta em um escalar. Ja o campo eletrico e um vetor 
espacial de duas componentes. Portanto, o mimero de campos em (2+1) dimensoes e 
tres, de acordo com a relagao acima. 

Uma teoria que apresenta caracteristicas distintas em relagao a teoria de Maxwell 
simplesmente reduzida dimensionalmente e a teoria de Chern-Simons (CS), cuja la- 
grangiana e dada por 





2- 



Ccs = -e^A^Ap - A,r , (5.3) 



onde 9 e o parametro de CS, cujo significado fisico sera discutido mais adiante. 
simbolo e ixvp e o conhecido simbolo de Levi-Civita (ou tensor completamente anti- 
simetrico) em (2+l)D, cujas propriedades e 012 = £012 — 1 sao comumente estabele- 
cidas. Com a transformagao de calibre A^ — > A^ + <9 M A, a lagrangiana (5.3) varia 
apenas por uma divergencia: 



£cs -> C cs + d p -e^d v A p A ) , (5.4) 



mas a agao S= d 3 xCcs permanece invariante, pois os termos de superficie sao 
desprezados. 

As equagoes classicas de Euler-Lagrange fornecem a seguinte equagao de movimento 

J^ = ie^"F vp , (5.5) 

que tambem goza da liberdade de calibre representada acima. Tambem e possivel 
observar que a corrente se conserva devido a identidade de Bianchi: e^ up d p F up = 0. 

A teoria de CS pura apresenta caracteristicas interessantes. As equagoes de Euler- 
Lagrange para esta teoria, em termos das densidades de carga e corrente, sao dadas 
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por 

P = OB, 

f = 6e ij Ej. (5.6) 

A primeira indica que a densidade de carga e localmente proporcional ao campo 
magnetico, cuja constante de proporcionalidade e o parametro de CS. Assim, o efeito 
produzido por este termo na teoria de CS pura e anexar fluxo magnetico a carga 
eletrica (tais particulas sao denominadas anions). J a a segunda relagao diz que o 
campo eletrico e proporcional a corrente, cuja constante de proporcionalidade tambem 
e 9. Estes efeitos estao em contraste com a teoria eletromagnetica de Maxwell usual. 

5.2. O propagador de Maxwell-Chern-Simons 

A lagrangiana desta teoria e descrita pelo acoplamento dos campos de Maxwell e 
ci|: 

Cmcs = -~ V" + ie^A^Ap - \\d^d v A v , (5.7) 

onde o ultimo termo representa um termo de fixagao de calibre para que o propagador 
possa ser determinado univocamente. 

Assim, a agao desta teoria, em (2+1) dimensSes, agora e escrita na forma 
S = fd 3 x^ [d^d v A v - d^VA" + Be^A^Ap - \d^d v A v \ 

= I d 3 x- [A p g pu DA u - A p d u d p A u + 6e^ p A p d p A u - \A"& t d v A v \ 

= Jd 3 x^[n 9llu -d u d ll + ee, up d p + Xd ll d u }A\ (5.8) 



*A leitura desta segao nao e necessa para a compreensao do trabalho. Trata-se apenas de uma 
ilustragao do modelo. 
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onde os termos divergentes sao negligenciados de acordo com o teorema de Gauss. 

Sendo o termo entre colchetes o niicleo da acao e o propagador de Feynman uma 
fungao de Green, o mesmo pode ser calculado atraves da identidade: 

{-u 9pv + d v d p - 9e^ p d p - \d p d v ) a v /(x - y ) = is* 5 3 (x - y ) . (5.9) 

Se aplicamos a transformada de Fourier sobre o propagador 

ajT(* - v) = J (0i K u (k)e ik < x - y) , 

observamos que 

d,A^(x -y) = f -0- 4 A^(k)(ik,)e^^ , 
e obtemos a expressao 

(-&V + k^K - %Qe ilvp h p - XkpK) A v /(k) = i8°] . (5.10) 

Considerando, para o calculo de (5.10), o ansatz geral 

A"/(k) = Ag va + Bk v k° + Ce vaT k T , (5.11) 

segue que 



- iB6e pi/p k p k u k a - iC6e pup e uaT k p k T - AXk p k a - B\k 2 k p k u - C\e vaT k p k v k T = i8° . 

Observe o segundo termo da segunda linha na expressao acima. Utilizando a iden- 
tidade 

e pup e^ = -5;5; + 5;5;, (5.12) 
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este termo fica 

-iCee IM/p e vffr k p k T = -tC9(-5;5 T p + 5;5;)k p k T 
= iC9{k 2 5°-k p k a ). 

Assim, podemos identificar urn sistema de tres equag5es com tres incognitas A, B e 
C de acordo com a forma do tensor: 

21 rcr • ca 



[-Ak 2 + iC9k 2 ]8* = i8° 



[A(l - A) - B\k 2 - iCQ\kJf = 



-iA9 - Ck 2 ) gfMU e uaT k T = , 



que, resolvido, fornece 



A 



B 



C 



k 2 -e 



1 i 



k 2 (k 2 -9 2 ) A A; 4 







k A - k 2 6 2 

Portanto, de acordo com (5.11) e os resultados acima, o propagador do foton para 
a teoria de MCS em (2+1) dimensoes e escrito da seguinte maneira: 

\P v (h\ = — 4- p - (r. io\ 

py ) k 2 -e 2 k 2 {k 2 - e 2 ) k 2 {k 2 - e 2 ) a k 4 ' l ; 

Nessa expressao para o propagador, de modo semelhante ao que ocorre em campos 
massivos, e evidente a existencia de um polo em 9 = vk 2 , que representa uma massa. 
Note tambem que, para o caso de A — > oo, temos o calibre de Landau, que fornece a 
condicao de transversalidade similar a do propagador do foton usual. 
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5.3. Inducao de Chern-Simons em (2+l)D 

A EDQ possibilita o estudo de sistemas que envolvem interagoes entre fermions e um 
campo de calibre externo. No entanto, e interessante observar que, mesmo partindo 
de uma teoria de interagao de fermions de massa m com um campo vetorial A^ sem a 
presenga de um termo de CS na dinamica deste campo, um termo deste tipo e induzido 
por corregoes radiativas. Calcularemos este termo induzido, utilizando o formalismo 
de integrals de trajetorias para o campo de Dirac e expandindo o resultado ate termos 
de segunda ordem. Assim, a lagrangiana que indica tal acoplamento e dada por: 



C = ip(ift - e 4 - m)i) . (5.14) 

A agao efetiva para este modelo dependente do campo A^, na aproximagao de um 
lago [19], e definida como se segue 



e iS ef (A) = N DipDipexp i / d 3 x^(i$ -eft- m)ip , (5.15) 

onde N e uma constante de normalizagao. 

Integrando sobre os campos de fermionsj, obtemos 

e iS ef (A) = at det (z^ - e 4 - m) , (5.16) 



ou sejcO, 

S e f(A) = —i In det [i$ — e A 1 — m] 

= —iTrhx[i$ — eA , — m], (5-17) 

onde o termo constante foi negligenciado. 

2 Quando calculamos a integral gaussiana em variaveis ordinarias, o determinante surge no deno- 
minador. No entanto, em gaussianas de variaveis anticomutantes (variaveis de Grassmann), o 
determinante aparece no numerador. Esta demonstracao esta no Apendice E. 

3 Apendice F contem a demonstracao desta identidade. 
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A expressao acima e expandidcl para se obter 



S e f[A,m] = —iTr In 



[t0 — m) 



ifl — e A 1 — m 
— m 



—iTr \n(i$ — m) — iTr In 



1- 



w — m 



-eft 



oo 1 

-iTr ln(z^ — m) + iTr } — 

*— ' n 



n=l 



w — m 



-e4 



(5.1* 



termo da expansao acima que dara origem ao termo tipo CS e o de segunda 
ordem, que fornece a contribuigao bilinear em A^. Entao, temos: 



c(2) 



ie 



Tr 



W — m 10 — m 



(5.19) 



Para o calculo do trago da agao acima, considere O um operador que depende das 
matrizes de Dirac e dos indices internos do grupo de Lie. Entao, seu trago total Tr e 
definido por: 



TrO = t r t r D J WW) 



(5.20) 



onde o simbolo trp indica que o trago sera calculado sobre as matrizes 7 de Dirac. 

Inserindo as relag5es de completeza ou fechamento nos espagos das posig5es e mo- 
mentos 

d 3 p 



d x\x)(x\ = 1 



onde (x\p) = (p\x)* = e ipx , vem que 



(2vr) : 



■\p)(p\ = 1 



(5.21) 



4 ln(l-:r) = -E 



n=l 



X" 

n 
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«' = T^'hfaJ&JSpMwhtototoM^ 



ie ■*-*- ' J3_ / j3., [ dp [ d q 1 . , I . . ip X -ipy + i qy -i qx 



^trtr D I * x I d'y / ^y ^— /(,)_ /(,)e 



ie 2 



/r/rn /"r/ 3 r /"r/ 3 ?; / d " P f ^ ^ + m) ^M± m ) ^l j(p-i)(*-y) 
2 D J aX J a yj ( 27r )3y ( 27r )3 (p2 _ m 2 )(g 2 _ m2) 



ie 2 f d 3 k f d 3 p N + m)4(-k)(tf+ ft + m)4(k) 

-trtro 



2 "J (2tt) 3 J (2tt) 3 [(p+A;) 2 -m 2 ](p 2 -m 2 ) 

onde foi feita a mudanga de variavel p — q — > —k. 

Vamos escrever explicitamente os termos que aparecem no numerador da integral 



acima: 



(p' + m)4(p / + $ + m) 4 = {i> 4)(p / 4+ ft4 + m4) 
= p / 4p / 4+p'4k'4 + mp / 44 + m4p / 4 + m4k'4 + m 2 44 

O linico termo que contribuira com nossos calculos e mfift4, uma vez que m4p4 

anulara a integral em p. Assim, 

ie 2 f d 3 k f d 3 p 4 ft 4 

&cs = — — intra tr 



2 u J (2vr) 3 J {2n) 3 [{p + k) 2 - m 2 ]{p 2 - m 2 ) ' 

Utilizando a parametrizagao de Feynman 

ab J [az + 6(1 — z)\ 
onde a — (k + p) 2 — m 2 e 6 = p 2 — m 2 , podemos escrever 



dz — ; m -^ , (5.22) 



az + 6(1 - z) = p 2 + 2(k ■ p)z + k 2 z - m 2 = (p + kz) 2 + k 2 z(l - z) - m 2 . (5.23) 

Com a mudanga de variavel p — > p — kz, e considerando fi 2 = m 2 — k 2 z(\ — z) e a 
utilizagao da integral no momento p (vide Apendice G), temos que 
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1 

,2 



ie f d k f f 

S C s = = — —mtr D tr / j—- 4(-k) ft 4(k) dz 

o 

- '■ '' r d 3 k 



(2vr) 3 (p 2 - fi 



2\2 



1 



-^mtmtrj d 3 xj d 3 yj -^ 4(v)(-*«) 4(x)e-^^ J dz^- 

o 



ie 



2 



mtr tr D / d d x / gT|/ 4(y)^ 4-(x)g(x - y) , (5.24) 



167T 

ondf 5 



• n o f <$k 1 / |fc| \ _ ifc( , 

g(x-y) = 2 / 77—^777 arcsin ; e * fe(:E yj . 

yv y; ./ (27r) 3 |fc| \y/Am 2 -k 2 J 

Para extrairmos o termo local de CS induzido na agao acima,, expandimos o inte- 
jrando de g(x — y) em torno de k — > 0. Assim, 

^(x- 2 /) = -^^(x-y). (5.25) 

|m| 

Substituindo este resultado em (5.24), obtemos 



Scs = T7rr-\ trtr D I d * x I d 3 y 4{y)$ x 4{x)5{x - y) 
lo7r \m\ 



ie 2 m 
167r \m\ 



trtr D d 3 xtr D {Yl v Y]A»d u A, 



Portanto, aplicando o trago as matrizes de Dirac (veja (A. 5)), obtemos a agao in- 
duzida 



5 Integral [50] sobre o parametro z: 

(2z-l)|fc| 



f dz _ 1 

J R = ~W\ 



dz 


i 


= 


— 7-7 arcsm 


ImI 


1*1 



\/4m 2 — k 2 



ji = m — k z(l — z) 
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S, 



(2+l)£» 

CS 



e 2 m 



in \m\ 



tr / d?xe^ p A lL d v A 



llVvJlp . 



(5.26) 



Este resultado e a contribuigao bilinear (abeliana) no campo de calibre encontrada 
em [8]. Ele indica que a interagao de fermions com urn campo de calibre formulado em 
(2+1) dimensoes gera urn termo semelhante ao de Chern-Simons. Como foi discutido 
na segao 5.2, e possivel afirmar entao que os quanta deste campo de calibre podem ser 

massivos. 



p + k 




Diagrama de Feynman de um lago de fermions utilizado para o calculo da agao (5.26). 



6. Correcoes Radiativas com Quebra 
da Simetria de Lorentz em (3+l)D 

6.1. Expansao do propagador do fermion e a quebra de 
simetria de Lorentz 

Estudamos nos Capitulos 3 e 4 a influencia dos termos de quebra de simetria de 
Lorentz sobre a equagao de Dirac e todas as grandezas dela derivadas. Aplicamos a 
ideia sugerida por Kostelecky e Colladay, que corresponde em tratar os termos de que- 
bra de simetria de Lorentz como perturbagoes na equagao de Dirac. Aplicando teoria 
de perturbagoes, obtemos como resultados corregoes de energias em certos sistemas 
quanticos na presenga de termos de quebra da simetria de Lorentz. 

Alem dessa aplicagao a mecanica quantica, a indugao do termo de CS (Chern- 
Simons) em (3+1) dimensoes e um resultado interessante oferecido pela teoria de 
quebra de simetria de Lorentz. Neste Capitulo, procuraremos por essa indugao cal- 
culando corregoes radiativas em um sistema de fermions acoplado a um campo de 
calibre no espago quadrimensional. Iniciaremos essa busca reescrevendo o propagador 
de Feynman na presenga da quebra da simetria de Lorentz. 

No Capitulo 2, encontramos o propagador fermionico da EDQ usual S(p) (veja 
(2.43)). No capitulo seguinte, formulamos um propagador modificado pela quebra 
da simetria de Lorentz para o fermion, representado nesta dissert agao por (3.23). 
Neste capitulo, estudaremos correg5es radiativas geradas pela corrente quiral ip'j^'y^ip 
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acoplada a urn quadrivetor b^, que acarreta numa violagao da invariancia de Lorentz, 
tal como foi apresentado no Capitulo 3. Assim, tomando qf= no propagador (3.23), 
a quebra da simetria de Lorentz sera representada pelo termo ^5: 

p — m— ^75 

O propagador acima invertido e dado por 

iJJ- ^75 + m){p 2 -b 2 -m 2 + y, ^75} 
b{P> {p 2 -b 2 - m 2 ) 2 - 4(p ■ b) 2 + Ap 2 b 2 ' l ' j 

Este propagador tern uma estrutura complicada e tornaria os calculos perturbativos 
mais tediosos. Entretanto, o quadrivetor 6 M , que sinaliza uma possivel quebra da 
simetria de Lorentz na teoria, e muito pequeno e a corregao por ele produzida no 
propagador pode ser tratada em forma perturbativa. Apliquemos assim a seguinte 
expansao em uma soma de termos infinitos de uma progressao geometrica cuja razao 
e £75 

i 1 



S b ( P ) 



— ml — i Tjh$S{p) 



m 



v> — m v> — m v> — m 



= -^— + -~r—H ^)-r— + ^r - H PYf>)-r—(-i £75)-^— + ■■■ 

p — m p — m p — m p — m p — m p — m 

(6.3) 

Assim, com x representando cada insergao —^5 no propagador, seu grafico e dado 
por 

> = > + > x > + 

— > — x — > — x — ► — + • ■ ■ 
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onde o lado esquerdo representa S&(p) e os termos do lado direito ao propagador 
de Feynman expandido. Na proxima segao, vamos calcular as correg5es radiativas 
utilizando este propagador expandido. 

6.2. Inducao de Chern-Simons pela quebra da simetria 
de Lorentz 

As corregSes radiativas a agao da EDQ usual serao calculadas considerando-se urn 
sistema de fermions acoplados a um campo A^ formulado no espago-tempo em (3+1) 
dimensoes, empregando-se a perturbagao ^75. Assim, a lagrangiana deste modelo e 
dada por 

C = $(ifl- ty^-eft- m)ip . (6.4) 

Para calcular o termo induzido, seguiremos os mesmos passos utilizados no Capitulo 
5. A agao efetiva para este modelo, dependente do termo de quebra de simetria de 
Lorentz —%p fy'jsip, na aproximagao de um lago e definida como se segue 



e iS ef [b,m] = N J D ^ D ^ exp 



i / d A xtp(i0 — e A 1 — ^75 — m)ip 



(6.5) 



onde N e uma constante de normalizagao. 

Com a utilizagao das variaveis de Grassmann, integrando sobre os campos de fermions, 
obtem-se 

e iS ef [b,m] = Ndet ^ _ e ^_ y l5 _ m ) ? ( 6 6 ) 

ou seja, 

S e f[b, m] = —iTr ln[«jz? — e A 1 — fry 5 — m] . (6-7) 
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Sendo A e B duas matrizes que nao comutam, obtemos a seguinte identidadc: 



ln(B -A) = In B ( 1 - —A 



InB + hi ( 1 A 



lnB .l A .ll A l A .lL A L A L A + .. 

B IB B 3B B B 



V 



= \nB-Y- 
^ n 

n 

Sendo A = e A 1 e B = i0— ^75 — m na expressao (6.7), temos que 



00 1 
S e f[b, m] = —iTr \n[vft— ^75 — m] + iTr \^ — 



n=l 



^75 



III 



-eft 



(6.8) 



O primeiro termo da expansao acima corresponde a um termo constante adicionado 
a agao e, por isso, nao tern importancia, uma vez que nao depende do campo de calibre 
A. As contribuigoes virao de termos para n ^ 1. Assim, para n = 1 na expansao 
acima, temos que 



011 



S 



(i) 

ef 



ieTr 



1 



i0— ^75 — m 



A 



b: f —lelr \ ax / - — — — — A . 

ef J J (2vr) 4 i>- fa-m* 



(6.9) 



(6.10) 



As contribuigSes de (6.10) dao origem a termos do tipo tadpoles, que sao lineares 
em A^ e sao divergentes no ultravioleta. Como esses termos nao contribuem com a 
indugao de CS, os mesmos serao desconsiderados nos calculos a seguir. Entretanto, 
ilustramos seus graficos em primeira ordem no campo de calibre. 
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+ 




+ 




+ 



Contribuigoes em primeira ordem de aproximagao no campo de calibre denominadas tadpoles. O 
grafico do lado esquerdo refere-se a (6.10). 

As contribuigoes em segunda ordem, ou seja, para n = 2 fornecem 



S. 



(2) 
ef 



ier 



-Tr 



i$— ^75 — m i$ 



m 



4 



ie 



-—Tr[S b (p) 4S b ( P ) 4] 



(6.11) 



O calculo do trago da agao acima e semelhante ao calculo de urn operador O que 
depende das matrizes de Dirac e dos indices internos do grupo de Lie. Entao, seu trago 
total Tr e identico ao calculado no Capftulo 5 mas, em (3 + 1) dimens5es, e definido 
por: 



TrO = trtr D d A x(x\0\x') , (6.12) 

J x=x' 

onde o simbolo tr^ indica que o trago sera calculado sobre as matrizes 7 de Dirac na 
representagao padrao. 

Inserindo conjuntos completos de operadores normalizados nos espagos das posigSes 
e momentos 



d 4 x\x)(x\ 



d 4 p 



\p)(p\ = 1 



(6.13) 
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onde, novamente, (x\p) = (p\x)* = e tpx , vein que 



ef 2 D J J y J (2ixYJ (2nY 



vp— \pi^ — m lip— ^75 — m 



i& f f f d v f do 

—tr tro / d 4 x / d 4 y ' 



(27r) 4 y (2tt) 



1 1 
x ^ — k ^y)~T~ii 4(x)(x\p){p\y)(y\q)(q\x) 



t* »°H$?TT^fo -^I^- v) i - wn - m **> 



ic f f d v 1 / i 

—trtr D d 4 x / 7—-TT-J — j. d 4 y 4(y)8(x - y)— — - — fi{x) 



(27r) 4 p 1 — fry 5 — mj p 1 — i$— ^75 — m 



\trtr D Jd 4 xf^-^_^_ m 4(x)j_y_ 1 y ys _ m 4(x) , 



onde, com a utilizagao da mudanca de variavel p — q — > k e do propagador (6.1), 
obtemos 



S$ = \trtr D Jd 4 xf^-S h {p)fiS h {p-if))fi. (6.14) 
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Diagramas de Feynman na aproximacao de um lago, em termos bilineares no campo de calibre, para 
o calculo da agao (6.14) em termos do propagador fermionico expandido. Cada termo x indica uma 

insergao ^75 no propagador do fermion. 



As corregoes radiativas serao obtidas introduzindo-se os propagadores do fermion 
expandido (6.2). Assim, temos que 



Sb(p) 



; ^75-7 V -j H5-, W5 



m y> — m 



m v> — m 



m 



iN + m) i . . . ,. . . . 

pz _ m z ^z _ m zy 



+ 



(p 2 — m 2 ) 3 



(ft + m) $%($ + m) fty 5 ($ + m) -\ (6.15) 



64 Corregoes Radiativas com Quebra da Simetria de Lorentz em (3-\-l)D 



Utilizando as notagoes 



p = 


= tf+m 


B 5 = 


= ^75 


V 2 = 


2 2 

- p — m 



(6.16) 

(6.17) 
(6.18) 



o propagador e escrito em forma compacta ate termos lineares em B^. 



S b ( P ) = ^P + ±PB 6 P + • 



(6.19) 



Agora, expandindo o propagador Sb(p — id) em termos de B 5 =ftj5+i$, expandimos 
ate termos lineares em B§ 



S b (p-id) = ±P + ±PB B P + 



(6.20) 



Desenvolvendo o integrando de (6.14) em termos de (6.16) e (6.17), temos que, em 
notagao abreviada, 



s b {p)4S h {p-id)4L 



^ P + W^ P + 



4 



£p+£pS.P + 



4 



~p 4P4-^- 6 p 4pb 5 p 4 - ^PB^P 4P4- ^s PB ^ p ^ p ^ p * ■ 



(6.21) 



Os termos que darao origem a indugao de CS sao aqueles que dependem somente 
de uma derivada do campo A$j. yj£ gf fl.y 5 e que darao a estrutura do termo de CS. 
Essa contribuigao tern origem no ultimo termo da expressao acima. Assim, utilizando 
as formas explicitas (6.15-18), segue que 



termos do tipo Maxwell envolvem derivadas. 
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(ft + m) ft"f 5 (ft + m) 4(ft + m)(ft>y 5 + ift)(ft + m ) 4 — 

(ft ¥ib ft 4 + m i> ¥ib 4 + m tyih i> 4 + m2 ^75 4) (i> ftis + i ft ft + m ftih + im ft) 

= i(ft fty 5 ft ft + m ft ft^ 5 4 + m fty 5 ft JL + m 2 fty$ -fi)(ft ft ft 4- + ra tf ft 4- 

+m ft ft 4 + m 2 ft4)-\ 

= +i ft ft ft fi ft ft ft4l5 + im 2 ft ft ft fi ft 475 + im 2 ft ft ' fi ft ft 4l5 
im 2 ft ft 'ft ft ft ^7 5 — im 2 ft ft $. ft ft ^75 — im 2 ft ft JJL ft ft Jji^^ 

-im 2 ft 'ft ft ft ft 475 - imA $4 ft 4l5 H 

Nas passagens acima, omitimos os termos que nao contem ft e aqueles que sao 
impares no niimero de matrizes de Dirac pois, nessas condigoes, o calculo do trago de 
termos desse tipo e nulo. Agora, vamos reduzir os termos da expressao acima de oito 
e seis para quatro matrizes 7 utilizando as propriedades j6 jd = — jd j6 + 2(c • d) e 

f = c 2 : 
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% i>\- i> J/ + 2(6 • p)} 4 p\- fa + 2(p • d)] 4 75 + im 2 p\- i> y+ 2(6 • p)} 4 ^ 5 

+im 2 ^4^4-f 5 + im 2 p 1 ^ A\- p 1 + 2(p • d)] 47 5 

-im 2 Vp\- p'4 + 2(p-A)} fifi^-im 2 ? p 1 4 $ p 1 4 75 

-im 2 ft- p'4 + 2{p-A)] p'^-im 4 ty 4 $ 4 7s 

= ip 4 $4 4 7 5 - 2*P 2 V4(p ■ d) $ 475 - 2^ 2 (6 • p) $ 4 p 475 

+4i(b ■ p) i>A\p ■ d) ^475 + 2im 2 (6 ■ p) p 1 4 475 + 2im 2 p 1 ty A\p ■ d) 4l5 

-2im 2 {p -A) ft ft 2*475 - im 4 ty4 $ 4 7s (6.22) 

proximo passo e inserir o resultado acima na agao (6.14), alem de (6.17), para 
calcularmos a integral nos momentos. E preciso notar que, por contagem de potencias, 
as integrais proporcionais a p 4 tem divergencia logaritmica, enquanto que as propor- 
cionais a p 2 sao finitas: 

d 4 p p 4 f d 4 p p 2 f d 4 p 1 



,2U ' 



f (2VT)4 (p2 _ m 2)4 J fm (27r) 4 {p 2 _ m 2)4 J fm (27r) 4 {p 2 _ m 

Calculemos explicitamente o quinto termo (finito) da expressao (6.22). Utilizando 
(6.13), (6.20) e as integrais de Feynman calculadas explicitamente no Apendice G, 
alem do calculo do trago das matrizes de Dirac, temos que: 
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ie 2 f . f d 4 p 2im 2 (b ■ p) p 1 A 1 ^^75 



2 "J J (2vr) 4 (p 2 -m 2 ) 4 

d 4 p p a p^ 



e 2 m 2 J d*x tr D ( 7 Y7Y75)M^A ; ^y {p2 _ m2) 
Aie 2 m 2 ( d 4 x e^ pa 5«b a A v d p A a 



1927r 2 m 



e 2 

48vr : 



f d i xe fU ' p,T b ll A v d f> A ff (6.23) 



Os quatro primeiros termos da expressao (6.22) geram termos infinitos nas integrals 
para a agao efetiva. Para realizar os calculos, vamos fazer a regularizagad_| D = 4 — 2e 
para o calculo das integrals divergentes. Enquanto mantivermos e ^ 0, essas integrals 
originalmente divergentes sao mantidas finitas e assim podemos soma-las e subtrai-las. 

Assim, calculamos a agao efetiva somando inicialmente as partes infinita, mantidas 
finitsa pela regularizagao, com as partes finitas: 



2 Vide Apendice G. 
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c _ q in f I qf in 
OCS - b cs + b cs 



"~tr D I d 4 x{ / { ^ D{p2 ' mr i^ 



le 
~2 



@4 l5 -2i P 2 y4(p-d)j!4 l5 



-2ip 2 {b-p) i>fi 0^ 5 + 4i(b-p) &4{p-d) ^4 75 } 



te '-tr D I d 4 x l ^ ' 



(2tt) 4 (p 2 - m 2 ) 4 



{2im 2 {b-p) 04 04^ 



+2im 2 i> ^4{p ■ d) 4 75 - 2im 2 (p ■ A) ft fi ^75 - im 4 ^4 ^75]} 



2e 2 / d 4 xe^ pa 



24n< 



1 47T 

- + log — - 7 + (9(e) 



m z 



t>uA v d p A a 



-2i.- 



96tt 2 



1 An 

- + log— - 7 + C(e) 



77T 



buA v d p A a - 2%. 



96tt 2 



1 47T 

- + log — - 7 + 0(e) 



vn c 



buAyOpAfj 



+4i. 



384tt 2 



1 4:71 

- + log — - 7 + 0(e) 



m^ 



(bnAydpAv - bpA v d p A a ) 



+2e 2 / d 4 a:£^ p<T 



2im 2 . 



192vr 2 m 2 " " p 



bpA u d p A a + 2im 2 .————b u ApdpA a 



192vr 2 m 



—2im s 



1927r 2 m 



buA p d v A a - im 4 .-——bpA u dpA a 



2^2^ V L 



967r 2 m 



2^4"^ ■"•""^ 



(6.24) 



Como a soma das contribuigoes das partes infinitas devidamente regularizadas se 
anulam, nao ha necessidade de tomarmos o limite m — > 0. Assim, obtemos o seguinte 
termo proveniente da agao efetiva [21]: 
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,2 
12T 2 



S cs 1)D = T^ / d 4 xe^b,A u d p A a . (6.25) 



Portanto, concluimos que a adigao de urn termo com um campo de fundo que que- 
bra de simetria de Lorentz a lagrangiana da teoria de calibre usual induz uma agao 
tipo Chern-Simons no espago-tempo quadridimensional. Como e bem observado na 
literatura, este termo e finito e obtido por diversos metodos de regularizagao. A unica 
diferenga e a constante de proporcionalidade, que depende exclusivamente do tipo de 
metodo de regularizagao utilizado. 



6.3. Birefringencia dos fotons classicos de CS 

Uma das consequencias da quebra da simetria de Lorentz na EDQ em (3+l)D 
provocadas pelo termo induzido corresponde ao fenomeno da birefringencia dos fotons 
classicos de CS. A lagrangiana desta teoria escrita em termos da agao (6.25), e dada 
por 

4 3 s l)D = ~\ F ^ F ^ - \^ vpa ^A v d p A a - A p r , (6.26) 

onde, foi utilizada a relagao 

v, = £-A ■ ( 6 - 27 ) 

Em relagao a esta lagrangiana, calculemos as derivadas 
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dL 1 

-eT^ri^pK - J v (6.28) 



dA„ 2 



dC ___ 1 ( dF a0 „ , p dF* \ l^ p ^ d{d p A a ) 



Fap + F ^^nr^ ]'-^ vpa ^ 



d{d,A u ) 4 \d{d p A v ) ap d{d p A u )J 2 '»d{d»A v 



~\im - V«)F aP - \e^ Vtl AJ^ 



^mXV) = -d^ + y^8 p A, (6.29) 

Rearranjando os indices de Lorentz, utilizando a antisimetria de e e aplicando o 
metodo variacional atraves da equagao de Euler-Lagrange, temos que 

_ dC dC . , 

a lagrangiana (6.26), conhecendo o resultado (5.2), obtemos 

d p F^-e^^d p A a = r. (6.31) 

Nesta teoria, a corrente tambem e conservada, devido a antisimetria do tensor do 
campo eletromagnetico e a identidade de Bianchi: 

e^d^Fp^O. (6.32) 

A identidade (6.32) representada acima assegura que as equag5es de Maxwell ho- 
mogeneaqfl d^F^* = permanegam inalteradas: 

V ■ B = (6.33) 



QT3 

VxE + - = 0. (6.34) 

ot 



^P°F pa ,F 0i =E i eF ij = ^ 



3 Estamos utilizando F^* = -e» v P a F pa , F oi = E i e F. b] = -e jk iB l 
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As modificacoes geradas pelo quadrivetor acoplado rj^ = (i] , rf) podem ser inter- 
pretadas como uma adigao de urn campo dependente do tempo na fonte de corrente 
usual: 

VxB-ryxE + ?/ ) B = J + — (6.35) 

at 

V E + 77 B = p. (6.36) 

Estas equag5es nao-homogeneas tambem preservam a invariancia de calibre. En- 
tretanto, elas demonstram um carater que nao e encontrado na teoria padrao: a 
introdugao da quebra de simetria de Lorentz permite que os campos eletricos sirvam 
como fonte para correntes e que os campos magneticos sirvam como fonte para cargas 
eletricas. 

Analisemos agora as consequencias da quebra da simetria de Lorentz sobre a equagao 
de movimento para o campo A^ de CS. Na ausencia de fontes externas (J** = 0), 
utilizando F^ = d^Ay — d v A^, a equagao de movimento (6.31) e dada por: 

UA V - d v {d^) - e^ p(T r]^d p A a = 0. (6.37) 

Assim, com /c M = (u, |k|), escrevendo o campo de calibre no espago dos momentos 

d 4 k 



M*)=J J5J?jiMk) e*-° , (6.38) 

utilizando o calibre de Lorentz d^A^ = 0, obtemos a seguinte expressao 

k 2 + ie^rj^ke = . (6.39) 

E conveniente multiplicar a equagao acima por seu complexo conjugado: 

(k 2 -ie'»""ri P k ff )(k 2 + ie lu , a ( i ri a k fi ) = 

k 4 + e^e^ a(S (r ]p k a )(r l a k^ = 0. 



72 Corregoes Radiativas com Quebra da Simetria de Lorentz em (3-\-l)D 

a expressao acima e dada por 

k 4 + k 2 if - (k ■ r]) 2 = , (6.40) 

e a expressao (6.39) representa a relagao de dispersao para os fotons de CS em (3 + 1) 
dimensoes. 

Considere o caso particular ?7 M = (i]°, 0) aplicado a equagao (6.39). Resolvendo uma 
equagao biquadrada para ou, obtemos duas solugoes: 



U ± =y/\k\(\k\±lf), (6.41) 

Esta equagao indica que o o termo induzido de CS gera o efeito de birefringencia, 
ou seja, a separagao dos fotons em dois modos diferentes de polarizag5es para o vetor 
|k| com diferentes velocidades de grupo: 

du± |k| / r] \ 
^ = W\ = ~± \ 2jkf J ' ( } 

O fato de existir fotons viajando com diferentes velocidades de grupo, alem de 
ser uma forte indicagao da violagao de Lorentz, indica tambem evidencias para uma 
aparente instabilidade na teoria. Do resultado (6.42), vemos que u se torna imaginario 
para os casos em que 770 > k. Isso significa que ha solug5es imaginarias e instaveis, 
que nao existem na eletrodinamica convencional. 

Na tentativa de detectar o campo de fundo 77^, Carrol, Field e Jackiw sugeriram [?] a 
comparagao dos resultados previstos pela teoria com dados experiment ais. Assumindo 
o caso em que nao ha quebra de simetria rotacional, ou seja, rf = (77°, 0), eles confron- 
taram dados geomagneticos com o campo magnetico da Terra obtido pelas solugoes 
das equagoes modificadas na presenga de fontes. Na mesma referenda, Jackiw e cola- 
boradores propuseram resolver a equagao (6.35) para o caso em que E = 0. A solugao 
obtida desta equagao para o campo magnetrico e expandida em termos da posigao para 
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se obter urn termo conhecido de dipolo acrescido de uma perturbagao dependente de 
r]o. Conhecendo-se o valor do campo magnetico na diregao azimutal, e possivel obter 
o resultado 770 < 6 x 10 -20 keV. Analisando tambem a polarizagao da luz emitida 
por galaxias distantes, removendo o efeito Faraday devido suas rotag5es, o resultado 
obtido foi 7/0 < 6 x 1CT 20 keV. Maiores detalhes destes e de outros testes podem 
ser encontrados na referenda [H], alem de resultados mais recentes apresentados por 
Kostelecky em [22] ■ Apesar de todo o esforgo e comparagao de dados geomagneticos 
e astrofisicos com resultados teoricos, nenhuma evidencia de campos de quebra de 
simetria de Lorentz foram detectadas. 



7. Conclusao 



Estudamos os possiveis efeitos que a teoria do Modelo Padrao Extendido pode pro- 
vocar em certos fenomenos quando novos elementos de quebra de simetria de Lorentz 
sao introduzidos nas lagrangianas da teoria convencional. Estes efeitos foram analisa- 
dos nos contextos da mecanica quantica e nas correg5es radiativas em urn sistema de 
fermions interagindo com um campo de calibre. Notamos que tais efeitos sao gerados 
pelo acoplamento axial ^75. 

Construimos um ferramental teorico, no setor da materia, que foi utilizado nos 
calculos nos capitulos posteriores. Analisamos algumas implicagSes da quebra da sime- 
tria de Lorentz na mecanica quantica, via m'veis de Landau, atraves das mudangas de 
energia com e sem inversao do spin do eletron, e notamos que tais mudangas dependem 
diretamente de |b|. O hamiltoniano de Dirac modificado pela teoria foi expandido no 
limite nao-relativistico, via metodo FW, e foi dividido em um hamiltoniano de Pauli, 
nao perturbado, e um hamiltoniano de interagao, dependendo da violagao de Lorentz, 
escrito em termos de a M e 6 M . O efeito Zeeman foi estudado analisando-se os possiveis 
efeitos produzidos por esses dois campos separadamente. Foi encontrado que o campo 
a M nao provoca nenhuma mudanga, uma vez que o mesmo redefine os zeros da ener- 
gia e do momento. No caso do acoplamento axial, foi encontrada uma mudanga na 
energia que depende do mimero quantico rrij, na ausencia do campo magnetico. Nosso 
resultado e o dobro daquele encontrado na referenda [15] . Na presenga do campo 
magnetico, mesmo intenso, nenhuma corregao para a energia foi encontrada. 
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Calculamos tambem a agao induzida de Chern-Sompns no espago quadrimensional. 
Verificamos que isso so e possivel se introduzirmos o termo de quebra de simetria de 
Lorentz, pois o termo fry*, induz o calculo de troYi ,l l v l p l ff l^i que gera a estrutura 
necessaria e^ vpa pertinente a este termo induzido. Nosso resultado esta de acordo 
com outros obtidos na literatura, que podem diferenciar entre si, em relagao a uma 
constante, se diferentes metodos de regularizagao forem utilizados. Em nosso calculo, 
utilizando o metodo de regularizagao dimensional, notamos que os termos divergentes 
da agao induzida se cancelam mutuamente, e o limite m — > nao se faz necessario e 
a agao induzida e finita. 

As consequencias geradas pela agao de Chern-Simons foram analisadas atraves do 
calculo da velocidade de propagagao dos fotons de Chern-Simons. Como resultado, 
notamos que tais velocidades sao separadas em dois modos distintos de polarizagao. 
Tambem verificamos que as energias podem se tornar imaginarias para alguns valores 
especificos do campo de fundo. 

E importante ressaltar que, apesar de todos os esforgos teoricos realizados ate aqui, 
na comparagao de dados geomagneticos e astrofisicos com resultados previstos pe- 
las equagSes modificadas pelos termos de quebra de simetria de Lorentz, nenhuma 
evidencia experimental em relagao a tais campos de fundo foram detectadas. 



A. Convencoes adotadas 



Matrizes de Dirac em (2 + 1)D 

Nesta dimensao, a metrica utilizada tern a forma g^ u = diag(l, — 1, —1). As matrizes 
de Dirac escolhidas sao 

o / — i \ _ ! _ ( i \ _ 2 _ ( i 



->-{, o ) • ->-{} o) ->-{o -i)- (^ 

A notagao tr^ indica que os tragos sao calculados sobre as matrizes 7 de Dirac. As 
mesmas tern as seguintes propriedades: trr>[I] = 2 e tr/)[7^] = 0. Entao, sao uteis as 
seguintes relagSes: 

{'f,i'} = 2gr (A.2) 

itf-f = -Y (A.3) 

tr D [n u ]=W (A.4) 

tr D [YYl u } = 2ie fMpu (A. 5) 

^[yyyyq = 2 (<r«r + s p V - <T<T) (A.6) 

Matrizes de Dirac era (3 + 1)D 

As matrizes de Dirac na representagao padrao sao dadas por: 



1 



,5 _ „-„,0„,l„,2„,3 _ 

1 



7 =«7 777 -1 , ft 1 , 
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onde 75 = «7o7i7273 = — 7 5 e tambem satisfaz: 

(7 5 ) 2 = 1 e { 7 M ,7 5 } = 0. 



As matrizes 7 de Dirac tambem obedecem as seguintes regras de anticomutacao: 

{7", 7"} = 2<T . (A.7) 

Duas matrizes 7 formam o seguinte objeto antissimetrico: 

^ = ^,71- 

Novamente, a notagao tro indica que os tragos sao calculados sobre as matrizes 
7 de Dirac. Em (3 + 1)D, as mesmas tern as seguintes propriedades: tr£>[I] = 4 e 
tr D [7^] = 0. Entao, sao liteis as seguintes relag5es: 

tr D [ 7 V]=4^ (A.8) 

tr D [7V75] = (A.9) 

MWW] = 4 [^V P - gT<r + 9 w 9 va \ (A. 10) 

tr D [yy tVTs] = Aie^ ffp ( A. 1 1 ) 



B. Autofuncoes exatas do problema 
de Landau relativfstico 



A equagao de movimento [23J de um eletron de massa m sujeito a um campo ele- 
tromagnetico e dada por: 



Aplicando o operador 7 ly (p l , — eA u ) + m pela esquerda, temos que 
[YY{p„ " eA„)(p u - eA u ) - m 2 ]tfj = . 



Utilizando a identidade 7^7^ = g^ u + a^ u , segue que 



[ip - eA) 2 + a^fa - eA^){p u - eA u ) - m 2 }^ = 



(B.l) 



(B.2) 



(p - eA) 2 + -a^i-A^ + p„A M + A^ - p^) 
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^ = 



onde o produto do segundo termo na primeira expressao foi anti-simetrizado. Sendo 
o tensor do campo eletromagnetico dado por F^ u = d^A u — dyA^, temos a seguinte 
equagao de segunda ordem: 



■ie 



(p - eA) 2 - ^F, u - m 2 



^ = 



(B.3) 



Sendo a^ u = (ck,zS) e F^ u = (— E,B) as partes espaciais do produto a^F^ e, no 
problema de Landau, E = e # = (0, B xe y ), entao, temos que 



[(p - eA) 2 + eS • B - m 2 ]^ = 



(B.4) 
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Assim, a equagao de autovalores e 

[p 2 x + (eB x - p y f - ea B ]^j = [(E*) 2 -p 2 z -m 2 }ij. (B.5) 

O espectro de energia e o resultado da interagao da particula com este campo 
magnetico intense Como o lado esquerdo da equagao (B.5) possui urn termo identico 
a equagao de urn oscilador harmonico, temos que as autoenergias relativisticas para 
os eletrons e positrons do problema sao os conhecidos niveis de Landau: 



El s = ±y/p 2 z + m 2 + \e\B (2n + l-s), (B.6) 

onde o — > s = ±1 indica os spins dos eletrons e positrons. 

As autofung5es nao-perturbadas dos eletrons e dos positrons sao obtidas atraves de 
solugoes estacionarias com energia E, da forma 

^- s (x)^u^(p)e- iE ^, (B.7) 

onde 

u=(Z). (B.8) 



Assim, com as mudangas de variaveis 

• d , r^rf Py\ J 1 „ ( E± ) 2 -m 2 -p 2 z 

Px —> ~ % ^~ i s = V e -°o x ft ' dx — d£ , a — 



dx ' \ eB J y/eB eB 

a equagao (B.5) e reescrita no espago das posigSes, com (p(x) = e l(j>yV+PzZ ' > f(x), como 
" d 2 



de ? . 



f(x) = -(a + s)f(x), s = ±l. (B.9) 

Entao, as solug5es acima sao as mesmas do oscilador harmonico: 



(p{x) = N e l{p y y+p * z) e~ e/2 H n (£) , (B.10) 
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onde os H n (£) sao os conhecidos polinomios de Hermite, que satisfazem a seguinte 

relacao de ortogonalidade: 

+00 



J dZe-t 2 [H n (0] 2 = 2 n n\V^. 



Utilizando o espinor (2.33) com a condigao de acoplamento minimal p^ — ¥ p^ — eA^, 
a auto-funcao nao-perturbada do eletron, normalizada, e dada por (B.7) com 



, , 1 feB n \ 1/4 E~ q + m ( H n (£) e ^ l\ s 

U {s \p) = -j== =± J U ' S J O--(p-eA) „ /tW/2 v e^ +P ^ 



-i- rn I 

n.s 



\/2^I V * ; V 2£~ s \ E" + m J 

(B.H) 



que satisfaz 



C t .(^n»^ = *(p'-P)- ( B - 12 ) 



C. O metodo Foldy-Wouthuysen 



No trabalho classico realizado por L.L. Foldy e S. A. Wouthuysen [TH] sao propostas 
duas aplicagoes para particulas relativisticas: uma para particulas livres e outras para 
particulas sujeitas a campos eletromagneticos externos. Em geral, transformagoes de 
uma fungao de onda \l/ sao obtidas atraves de urn determinado operador unitario U: 

m' = U^ = e iS ^! . (C.l) 

A equagao de Dirac convencional pode ser trabalhada da seguinte forma: 

Hm = i—y , h trV = i—aj- 1 ^') 
dt ' dv ' 



ou 



p^ =i (^ + »]* : 



de onde identificamos 



H' = UHU- 1 -iU^—. (C.2) 

dt y ' 



O Hamiltoniano de Dirac separado em termos pares e impares e dado por (4.9): 

H = m 7 ° + P+X, (C.3) 

onde V el representam os operadores par e impar que obedecem as relagoes [7 , V] = 
e {7°,X} = 0. A ideia e propor um operador da forma: 

S=-iL-Q. (C.4) 
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Este operador pode ser substituido em (C.2) e expandido para se obter 

U ±1 = cos9±l—-sm6. (C.5) 

Como S independe do tempo, o Hamiltoniano (C.2) pode ser escrito 
H' = (cos9 + ^- smejHUosO-^ sin9 
= (m7° + X) lcos9- %— sin9 ) +V 



= 7 °(m cos2# + :Psin2#)+X(cos2# sm26)+V. (C.6) 

O Hamiltoniano entao sera essencialmente par se tivermos 

tan 29 = —. (C.7) 

m 

Esta equagao tern duas solucSes, 9\ e 2 , que diferem pelo fator ir/2: 

V „ V 



tan^i = — , tan ^ 2 = —p, , E v = J m 2 + Ipl 2 . (CI 

E p + m h p — m 

Assim, tomando o limite superior, os calculos do seno e do co-seno fornecem 



sin9= - V , cos e=J^±^. (C.9) 



J v 



Portanto, de (C.5), obtemos a seguinte expressao para o operador U: 

t, = y" + T°Z, (CIO) 

J2E„(E P + m) 

onde, na teoria de Dirac livre, X = ct ■ p. 

No limite nao relativistico, de (C.9) e (C.4), vemos que o operador S torna-se 

s = -±fi. (C.ll) 



D. O Acoplamento Spin-Orbita 



O momento angular total correspondente ao acoplamento spin-orbita, para o eletron, 
corresponde a soma dos momentos angulares orbital e de spin: 



J = L + S 



(D.l) 



No caso do eletron, o acoplamento admite os seguintes autovalores: 



j = e± 



rrij = m ± 



1 



(D.2) 



Sendo j = £ + |, com m~ = m ± \ fixo, podemos construir urn autoestado de J na 



base \JTrij) = \£m) ® \sm s ) e outro autoestado ortogonal {frriji) com j' 



2' 



\jrrij) = a\£m) 



11 

22 



+ (3\£m + l) 



1 1 

2 ~ 2 



(D.3) 



\j'm r ) = p\£m) 



11 
22 



a\£m+ 1) 



1 1 

2 ~ 2 



(D.4) 



As equagoes de autovalores para J, L e S, bem como para os operadores escada 
L± — L x ± iL y e 5± = /Sj i iS'y, serao utilizadas mais adiante: 
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J 2 \jmj) 

L 2 \£m) 

S 2 \sm) 

J±\J m j) 

L±\em) 

S±\sm s ) 



tfjU + Wmj); 

h 2 £{£+l)\£m); 

h 2 s(s + i)\sm) ; 



(D.5) 
(D.6) 
(D.7) 



HI 2^ ± mj + 1 ^ J T m ^ ^ mj ± ^ = hC J±™ 3 \J m i ± X ) > ( D - 8 ) 



h\/-(£±m + l)(£Tm)\£m±l} = hC e±m \£m ± 1) ; (D.9) 



H\/-(s±m s + l)(s=Fm s ) \sm s ± 1) = HC s±ms \sm s ± 1) . (D.10) 



Para se obter os coeficientes do acoplamento, e necessaria a utilizagao da identidade: 



J 2 = L 2 + S 2 + 2L Z S Z + 2L+S- + 2L_S + . 



(D.ll) 



Aplicando J 2 ao estado (D.3), lancando mao da identidade (D.ll) e das equagoes 
de autovalores (D.5-10), obtemos, com S + \\\) — e S_ || — |) = 0: 



J 2 |M) = n 2 j(j + l) 



a|£m) ® 



~) + ^K»' + i) 



i i 

2 ~ 2 

11 



= a(L 2 + S 2 + 2L zl S z + 2L +1 S_ + 2L_ 1 S+)|£m) 
+ /3(L 2 + S 2 + 2L Z ,S, + 2L + S- + 2L_S + )|.£ra + 1) 



22 



1 1 

2 ~ 2 



Q. 



£(€ + 1) + - A + 2m\ 

y ' 4 2 



|£m) <g> 



^> + 2G„ ) a_iK'" + 1 ) 



+ 2Q_ m Ci_i|^m) 



x 3 . / 1 

l) + _ + 2(m + l).f-- 



\£m+l) 



2 2 
1 1 

2 ~ 2 



11 
22 



1 1 

2 ~ 2 



(D.12) 
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Uma relagao entre a e 8 e obtida se agrupamos os coeficientes de cada estado: 



a 



j(j + l)-£(£ + l)-m-- 



2C e _ m Ci_i_l3 = (D.13) 



-2aCp m Ci_i + 8 

2 2 



j(j + l)-^+l)+m + l-- 



0. (D.14) 



O determinante acima se anula para os valores de j dados por j = £±1/2. Tomando 
j = £ + 1/2 na equagao (D.14), obtemos, com Q m e Ci_i dados por (D.9) e (D.10), 
uma relagao entre a e /3: 

n- I P -i- m -i- ~l 

(D.15) 






i — m 

No entanto, os coeficientes a e /J do auto-estado (D.3) devem estar normalizados, 
ou seja, 

\a\ 2 + \8\ 2 = l. (D.16) 



Entao, de (D.15) e (D.16), vemos que 



a 



+ m + l 
U+\ 



e 8 



£ — m 
2£+\ 



(D.17) 



Portanto, 



\jrrij) 



+ m + 1 
2£ + l 



|£m) ® 



11\ U-m. n 

— ) + \\— n \£m + 1) (g) 

22/V2£+l l 7 



(D.18) 



Procedendo de modo analogo, obtemos, para j = £ — 1/2 e rrij = m + 1/2: 



\.i'".i) = \/^^l £m )® 



11 
22 



+ 171 + 1 

2£+\ 



\£m + 1) 



1 1 

2 ~ 2 



(D.19) 



As fungoes de onda para os casos j = £ + 1/2 podem ser obtidas no espago de 
coordenadas, atraves da conexao (9<p\ji7ij) = ^i m . ,{0(f>\£m) = Y™(0,4>) e, definindo 

di> DclSG 



n 

22 



1+) 



-) 
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obtemos: 



, ^ + m + l e-m +1 



l+m+l ym 



m ytn+1 J 2 



2^+1 



,^-m f + m + 1 +1 



2^+1 



*£ \ . „ 1 



e+m+i Y m + 1 I 2 

2£+l J ^ 



(D-21) 



E. Integracao gaussiana em variaveis 
de Grassmann 



Quando lidamos com fermions, a estatistica exige que utilizemos variaveis antico- 
mutantes. Variaveis que obedecem a essa propriedade sao denominadas variaveis de 
Grassmann. No entanto, em contraste com integrais gaussianas em variaveis comutan- 
tes, nas integrais gaussianas que envolvem variaveis de Grassmann, o determinante da 
matriz no expoente aparece no numerador. Pretendemos mostrar essa relagao neste 
Apendice. 

Sejam £ e 77 duas variaveis de Grassmann e c uma variavel complexa qualquer. Sao 
validas as relag5es 

{£,??} = , [£,c] = 0. (E.l) 

de onde segue automaticamente que £ 2 = . Utilzando as definigSes 

d^ = e /de(0 = l, (E.2) 



obtemos 

' di I dr](riZ) = l. (E.3) 



Como o campo de Dirac e definido em um espago complexo, devemos ter 

(^T = VT = -CV* ■ (E.4) 
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Vamos calcular agora uma integral gaussiana simples em variaveis de Grassmann 

Jd?dte-r* = JdCd^i-CcO 



dcd^i+cec) 



JdCd^Cc) = c 



(E.5) 



Note que a expansao da exponencial acima em serie de Taylor e finita porque 

(£D 2 = o. 

Agora, calculemos a integral introduzindo um fator (££*): 



dcdm*)e-^ = Jdedm*)(±-etc) 



i. 



(E.6) 



Precisamos integrar agora sobre n variaveis de Grassmann. Considere entao n 
variaveis de Grassmann £j e C uma matriz unitaria tal que r\i = C^j. Assim, 

n 

n* = 

i=l 



nl 



£**-*£&..& 



—e lJ '" Cu'£,i'Cjj>£,j>...C u >t;e> 



m 



nl 



i Oj;'b,-,-i...O«' 



ii"^jj'--- ( - / W 



[€i'€j'~4e 



(detC)H^ 



Sendo £)£ = f| o?£j e D£* = f| d£* e C^ uma matriz diagonalizada, utilizando (E.6), 



segue entao que 



DCDie-^ c "^ = / DC Die 

= J~\_ c u = det C . 



/ , Sj c iiSi 



(E.7) 



Portanto, concluimos que o determinante da integragao gaussiana em variaveis de 
Grassmann surge no numerador. 



F. Prova da relacao IndetQ = Tr In Q 



Seja a matriz diagonal Pd 



Pi 



\ 



e Qd definida como 



V • • • p n J 



Q 



D 



I + Pd + \p 2 d + 1;PI 



3! 



oPd 



(f.i; 



entao, 



Pd = In Q D 



(F.2) 



Desta forma, Qd tambem sera diagonal: 



Q 



D 



( e Pl ■ ■ ■ \ 



\ ■■■ e Pn ) 



( 



qi ■■■ 



\ 



\ • • • q n J 



(F.3) 



Sendo C/ uma matriz arbitraria, multipliquemos (F.I) pela esquerda por U e pela 
direita por C/ _1 : 

f/Qz^- 1 = / + C/P^C/" 1 + ^(C/P D C/- 1 )(C/P D C/- 1 ) + • • • (F.4) 

Agora, seja Q = UQdU" 1 e P = UPdU^ 1 as matrizes ndo diagonals resultantes 
dessa operagao. Assim, de (F.4), temos que 



Q = I + P + -P 2 + ■ ■ ■ = e- 
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ou 

P = \nQ. (F.5) 

Agora, veja que: 

In det Q — In det {UQdU~ 1 ) = ha.(qiq 2 • • • q n ) 

— J n gPl+P2H Vpn 

= Pi+p 2 H \-p n = ^Pi = TrP. (F.6) 

i 

Portanto, de (F.5) e (F.6), temos que 

In det Q = Tr In Q. (F.7) 



G. Integrals de Feynman 

regularizadas dimensionalmente 



As integrals de Feynman utilizadas nesta dissertagao, representadas em uma di- 
mensao D qualquer no espago de Minkowski [19j , sao dadas por 



d D p I {-l) a i T(a-D/2) 



{2tt) d (p 2 - m 2 ) a {A7c) D / 2 m 2a - D T(a) 

d D p PyPv g^ (-l) a ~H T(a-D/2-l) 
(2ir) D (p 2 - m 2 ) a 2 (A^) D / 2 m 2a - D - 2 T(a) 

1D„ 



(G.2) 



f d D p p& v p pPtr (-l) a i T(a-D/2-2) 

J (2n) D (p 2 - m 2 Y (4n) D / 2 m 2 «- D -* AT (a) [9 ^ 9pa 9w9v ° 9 ^ 9 " p) 

(G.3) 

Em (2+1) D, a integral utilizada na dissertagao e dada por (G.l) com D = 3 e a = 
2: 

d3p 1 l (G.4) 



(2tt) 3 (p 2 — m 2 ) 2 87r|m| 
Para o caso em que D = 4 e a = 4, as integrais (G.l) e (G.2) sao finitas e resultant 



em 

d 4 p 1 



(2vr) 4 (p 2 - m 2 Y 967r 2 m 4 
d 4 p p^Pu i 



(2tt) 4 (p 2 - m 2 ) 4 1927r 2 m 



(G.5) 



;9v» ( G - 6 ) 
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Integrals de Feynman regularizadas dimensionalmente 



Contraindo a ultima integral nos indices de Lorentz, onde g ia> g ,a ' = 4, temos que 

d A p p 2 i 



(2vr) 4 {p 2 - m 2 ) 4 48vr 2 m 2 ' ^'^ 

A integral (G.3) e logaritmicamente divergente para o caso em que D = 4 e a = 4. 
Assim, vamos analisar o comportamento desta integral na vizinhanga de D = 4 — 2e, 
expandido a expressao [21] 



-^-) " =1" fl--)lc.R(/// 2 ) 

77T 



(G.8) 



A expansao da fungao T(e) e representada por 



r(e) = - - 7 + 0{e) 



(G.9) 



onde 7 ~ 0, 5772 e a constante de Euler-Mascheroni. Sendo C(m 2 ) a constante de 
(G.3), para a = 4 temos que 



C{m 2 



i r(e) ^7ry_ i ^ r(e) c6logf 4. 



(47r) 2 4r(4) Vm 2 y (47r) 2 4r(4) 



384tt : 



7 -7 + ^(e) 



4tt I 
m 2 



1 + e log -^ + ^e 2 I log -^ 



47T 



Portanto, 



384tt 



1 , 47T _. , 

- + log — - 7 + (9(e) 



m z 



(G.10) 



d°p P^PuPpPa i 

(2n) D (p 2 - m?Y ~ 384vr 2 



1 , 47T ^, - 

- + log — - 7 + 0(e) 



m z 



\9pLv9pa t 9p,p9va ~r 9fj,a9up) 

(G.n; 



Contraindo dois indices de Lorentz, obtemos 



O p PpPv i 

(2n) D (p 2 - m 2 ) 4 ~ 64T 2 



1 47T 

- + log — - 7 + (9(e) 



m z 



g»v 



(G.12) 
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Novamente, contraindo os dois ultimos, temos que 



d D p 



p 



(2tt) d (p 2 - m 2 Y 



16tt 2 



1 47T 

- + log — - 7 + (9(e) 



m* 



(G.13) 
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